ANALISIS MATEMATICO I1I

por Facundo Fernandez

Desigualdad triangular: z,w € C
o [z+w[ < |z[ 4w e [z—w[Z]]z] - |w]] e |z+w]=][[z] —[uw]|
Limites con el punto en infinito:

= lim f(2) =00 < lim =0

zZ—20 z—20 f( )

s lim f(2) = wy = hmf(%) = wo

zZ—00

= lim f(z) = oo(:)hm =0

Z—r00 f(l/ )

Transformaciones: siendo z(z,y) =z + 1y = f(2) = u(z,y) + i v(z,y):

o %:mzlfyz—i—i o 22 =% —y? i 2y

e sen(z) = sen(z) cos(i y) + cos(x) sen(i y) = sen(x) cosh(y) + i cos(z) senh(y)
e cos(z) = cos(x) cos(i y) — sen(x) sen(i y) = cos(z) cosh(y) — isen(zx) senh(y)
e sen(i y) =isenh(y) e cos(iy) = cosh(y)

e senh(i y) =isen(y) e cosh(iy) = cos(y)

e cosh(z) = cos(i x) cos(y) + sen(i =) sen(y) = cosh(z) cos(y) + i senh(z) sen(y)
e senh(z) = % senh(i z) = (—i) [sen(i x) cos(y) — cos(i z)sen(y)]

e senh(z) = sen(z) cos(x) + i cosh(z) sen(y)

o ¢” =e”[cos(y) + isen(y)] = e” cos(y) + i e” sen(y) = cosh(z) + senh(z)

o log(z) =In|z| + i [Arg(2) + 2kw] — funcién multiforme

i e+2km
n

o 2 =|2]e" = |z|[cos(p) +isen(p)] ® Yz =z e

Ecuaciones de Cauchy - Riemann: u; = vy A uy = —v,.
Derivabilidad: f(z) = u(z,y) 4+ ¢ v(x,y) es derivable en zq si u,v son diferenciables y cumplen Cauchy - Riemann en
20-
Holomorffa: f(z) es Holomorfa en zg si 3 f'(z) para 2o y V z € Ent(zq) : |z — 20| < 7.
Funciones Armoénicas:
u, v son armonicas conjugadas = V2u = V2v = 0 y cumplen Cauchy - Riemann.
u, v son arménicas conjugadas = [u + ¢ v] 6 [v + ¢ u| es Holomorfa, s6lo una de ellas.
Potencial Complejo: w(z) = ¢ + i) tal que ¢ = K equipotenciales y v = C' lineas de campo.
Transformacién Conforme: f(z) € Hol A f'(z) # 0 = conserva los dngulos.
Problema de Dirichlet: 3 tinica funcién que V2 =0y hlop,, = ¢(z,y)
Inversién: f(z) = 1
Ecuacién general de circunferencias y rectas de R?:
a(*+y>)+br+cy+d=0 — a+bu+c(—v)+du®+0v?)=0
Sino depende de z o de y = u(x,y) = u(z) = ax + S
Las semirrectas umdas = u(r,y) = aarctan(Z) + b
Un valle entre —3 y § = f(z) = sen(z)




Integracion — parametrizacién: Si C': z(t) tal que t € la,b]

Jo f(z) dz = ff "(t) dt  Z'(t) = Jacobiano
Teorema de Cauchy — Goursat: f(z) € Hol sobre y dentro de C (curva cerrada y simple),
$o f(2)dz =0
Teorema de Cauchy — Goursat para recintos: f(z) € Hol en R, C' C R (simple y cerrada),
$o f(z)dz =0
Corolarios:
= Si C no es simple también fc z)dz = 0 (Se puede dividir en curvas cerradas simples).

= Si f(z) € Hol en R (Recinto: abierto y conexo) = 3 F' tal que F’ = f.
m F(2) e Hol VY z € R.
= Si f(2) € Hol 3 oo primitivas.

Férmula Integral de Cauchy (generalizada): Sea f(x) € Hol en R, C curva cerrada simple C Ry 2 en el interior de

C,

FM(2) = £ ¢, % dz 6  ZLFM(z) = ¢, % dz conn €Ny
PROPIEDADES

o [o20f(z) dz =20 [ f(2) dz o [If dz-fc dz—i—fcg
. fC |dz| = Lo = Longltud de la curva C’ . fc ydz=—[ o f(z

° Z fC ) dz = [, f(z) dz donde los C; son trozos que forman C

'|fc dz| <fc|f ) dz| = fc|f(2)| |dz|
. Acota(:lon ML (McLc): | [, f(z) dz| < [, |f(2)] |dz| < M¢ [, |dz| = McLe = ML
Si f(z) es acotada en C' tiene un méximo M¢ en la curva C



o0
e Condicién necesaria de convergencia: Si Y a, es convergente, entonces lim a, =0
n=0 n—oo

Series: f,,(z) converge uniformemente si la convergencia no depende de z. Resultados:

1) fn(2) es continua = S(z) = 3 f,(2) es continua y holomorfa.
2) fn(z) es holomorfa y g(z) es continua = $09(2)S(2)dz = 3 . 9(2) fu(z)dz.
3) fu(2) es holomorfa = S'(2) = 3 f1(2). "
n=0
Serie de potencias: Y an(z — 20)"

n=0
Es tnica y converge unformemente por 1° lema de Abel y el criterio de Weierstrass.

o0 n
Serie de Taylor: f,(2) = > an(z — 20)" — ap, = % y f(z) € Anal

n=0

Serie de Laurent: f(2) = Y. an(z — 20)" +

118

(Z_b"o yw » converge en un anillo.

n=0 n=1
(o) o0 o0
. s . . . _ 1 _ _ 1
Serie Geométrica: |Si 2| <1| X 2" =1 VvV > (=2)"= 3 " (=1)"= 33
n=0 n=0 n=0
Funcién Serie Desarrollo de la serie Radio de convergencia
X 2 3 4 A
e* Zo% l+z+5+5+5+. - si |z] < o0
ne
o0
(—1)" 220+l 3 5 7 9 .
sen z Z{)W 25t S5t 5 . si |z| < oo
n—=
oo
. (71)71, 22n 2 4 6 8 iy
cos z 207(271)! -5 +5-"&5+5— - si |z] < o0
n=
> 2n41 3 5 7 9 A
senh z Zom 2t Gt E Ty si |z] < oo
ne
cosh z §22" 1+ 2 +2 42 424 si |z| < o0
NeDL 2T T Ter TRr T
ne
X a\n—=1/__1\n 12 _ 133 .
Inz Z% (zfl)f%nL%—... silz—1<1yz#0
n=1

Ceros de f(z) analitica: zg es cero de orden k, entonces:

f(Zo) =0, f(l)(zO) =0, f(g)(ZO) =0,..., f(k_l)(zo) =0y f(k)(zO) #0
®PROPIEDAD: Si f(z) € Anal en |z — 2| < R de forma tal que 2o es cero de orden k, entonces:

f(z) = (2 — 20)®(2) — P(z) es analitica y 2z es cero de orden k

Singularidades: zy es singularidad de f(z) — analizo con DSL (Desarrollo en Serie de Laurent)
lim,_,,, f(2) = wo = 2y es singularidad evitable = ninguin término en la parte principal.
lim,_,,, f(z) = 0o = zp es un polo de orden n = cantidad finita de términos en la parte principal.
lim,_,,, f(2) = 3 = 2 es singularidad esencial = infinitos términos en la parte principal.




Residuos: f(z) € Hol dentro y sobre C' salvo en una singularidad zy en el interior de C' entonces se puede escribir su

serie de Laurent en 0 < |z — 29| < R. Si C: |z — 2| = R

Res (f(2),20) = 355 o f(2)dz = by
Teorema de los residuos: f(z) € Hol dentro y sobre C salvo en algunas singularidades z1, 2,
C' entonces

§. F(2)dz = 2mi él Res(f(2), 21)

Célculo de Residuos:

1) 2o es singularidad evitable = Res(f(2), 2z0) = 0.

2) zg es polo de orden k = Res(f(z), z0) = b1 6 Res(f(2),20) =

m 4 {(z—zo)’“f(z)]

i
nszy 42871 (k—1)!

3) zo es singularidad esencial = Sélo con b; de la serie de Laurent en 0 < |z — 29| < R.

Res (32/(2),0).

Residuo en el co: Res(f(z), 00)
e PROPIEDAD:

Si f(z) € Anal V z € C* salvo en 21, 22, . . ., Zp, entonces i Res (f(2), zr) + Res (f(z),00) =0
k=1

Teorema del argumento: si f(z) € Hol, entonces
f'(z)

7 b0 oy de=C-P
donde C'y P denotan el ntimero de ceros y polos de f(z), respectivamente, en el interior de C.
Integrales impropias

R 0
Valor Principal de Cauchy: VPC = R}l’m [ f(z) dz# [ f(x) dz (a menos que converja)
—X_R —o0

o0
¢ Condicién necesaria de convergencia: Si | f(x) dz es convergente, entonces lim f(z) =0
0 Tr—00

oo
Criterio de convergencia - Comparacién: Si se conoce | f

a

—

oo
z) dx o [ g(x) dz se analiza el limite

(z

.

A =L
SiL—0 g es integrable = f es integrable
1 =
f es divergente == g es divergente
) f es integrable = g es integrable
SiL=o0 ) )
g es divergente — f es divergente
S L#0 f es integrable <= ¢ es integrable
i
L # o0 f es divergente <= g es divergente

..., zn en el interior de



Funcién generalmente continua: f(z) : [a,b] — R

» f(x) estd acotada para todo x € [a, b]
= f(x) tiene un nimero finito de discontinuidades de salto
(Hasta acd son funciones continuas a trozos)

= Limites laterales: Existe lim f(z) para todo x € [a,b]
I—)IO

Si f(z) es generalmente continua entonces existe su Serie de Fourier.

Serie de Fourier de f(z) — Trigonométrica: S(z) = % + Z an cos (n2x) + Z b sen (n2xz)

Coeficientes ag, ap, by,:
Si f(x) es T periddica en [a, a + T

a+T a+T a+T
2 [ f@)de an=72 [ f(z)cos(n%Ex) dv  by=72 [ f(z)sin(n¥Fx) do
paran € N.
Si f(z) es T periddica en centrada en x = 0, entonces con o = —%
Serie de Fourier de f(z) — Exponencial: S(z) = 3 c¢pe"F?

Coeficientes c,,:
Si f(x) es T periddica en [, oo + T
a+T .
7 [ fl@)e ™7 dg paran € Z
Si f(x) es T periédica en centrada en x = 0, entonces con o = —%

Producto interno:
Sea Cg ([a,b]) = {f : [a,b] — R / f es continua}

Si Cx ([-3.3]) = (f(a), gla)) = ]‘ f(@)g(z) da

2

e Las funciones {1, cos (n%rx) ,sen (n%rz) }neN forman una base ortogonal respecto a ( , ) v Cgr ([a, b])

Sea C¢ ([a,b]) = {f : [a,b] — C / f es continua} .
i Cc ([-5.5]) = ((@).9@) = [ S@)gla) da

e Las funciones {®, ()}, o, = {em?’"} ; forman una base ortogonal respecto a (, ) v Cc ([a, b])
ne

Norma: [|f(2)|]* = (f(2), f(x)) = [ f(2)f(2) dz= [ |f(2)] du

Lema de Riemann — Lebesgue: Condicién necesaria para la convergencia de una serie de Fourier. Si f es una funcién
periddica continua a trozos con coeficientes de Fourier a,, y b,, entonces:

lim a, =0 A lim b, =0

n—oo n—oo
Si f es una funcién periédica continua a trozos con coeficientes de Fourier ¢,,, entonces:

Im ¢, =0 A Ilime¢,=0
n——oo n—oo

Teorema fundamental de las series de Fourier(Convergencia puntual): Sea f(¢) una funcién periddica suave a trozos
en R con coeficientes de Fourier ¢,. Entonces se tiene para cualquier t € R

lfm [ > cnei”?t] = % [f@ET) + f(t7)]

|

oy TR
|

oy s

N —o0
n=—oo

f(t) es continua entonces f(tT) = f(¢t7) y el lado derecho es igual a f(t).
Sl f(t) una funcién periddica suave a trozos en R con coeficientes de Fourier a,, y by, entonces se tiene para cualquier

eR
() S (459 21

Si f(t) es continua entonces f(t+) f(t ) y el lado derecho es igual a f(t).

lim
N—o0

Teorema de convergencia uniforme: Si f(x) es una funcién generalmente continua para todo x € [75, 5] (f%) =
f (%) y [/(x) es continua a trozos en [—%, %} entonces la serie de Fourier converge uniformemente a f en [ %, %]

e Convergencia uniforme implica convergencia puntual.
o) (o)
® PROPIEDAD: Si Y |an| y . |bn| convergen, entonces la serie de Fourier converge uniformemente a una funcién

n=1 n=1
continua en R. VALE LA VUELTA.
Si f(x) es continua en R y en un intervalo cerrado [a,b] se tiene que f(a) = f(b) entonces la serie de Fourier de f
converge uniformemente.



o+ Z an cos (2% ) + Z by sen (n2X ) entonces

2 S o también
f(e)f2de = T {2 S (@2 +bg)} © también,

—u

1f (@)1 =

S

SiT=2r

2 x o también
@R = [ l@Pde =n |+ 5 (@ +)] 2o 2

Si f(z) es una funcién de cuadrado integrable en [—Z, Z] con la serie

5 0 g
o también
1@ = [ lf@Pds =7 | & Je,p2] 2

T n=—oo
2

SiT=2m
Hf ||2 f |f de — 9 |: Z Cn|2:| o también

n=—oo

Extension par: T es el perlodo de f(x): [O T] — R = 2T es el perio

((1 ,')Z + b% )

5.5 .
de Fourier f(z) = 3. cne™ T entonces

n—=—oo

L f@Pdr= 3 jeal?

n=—oo

L f@Pdr= 5 e
do de fpar( ).

fpar(x) = @ + Z an COS (nﬁx) — fpar( ) = %O + Z Qn COS (n%m)
n=1 n=1

o integrando — par
= COS 5T L
An 2T f fpar ( 2T ) Fpar(z)=F(z) en [0,T]

Extensién impar: T es el perlodo de f(x) :[0,7] — R = 2T es el pe

fimpar( ) Z b SCH( ) — flmp'll‘( ) =

o integrando — par

T
an = 2 [ f(z)cos (nFz) du
0
riodo de fimpar(2)-

io: bn sen (n7x)

by = = f fimpar () sen (n2%z) dx

fimpar(@)=f(x) en [0,T]

T
by = % [ f(z)sen (nFx) do
0

~
~



Funcién absolutamente integrable: f : R — C es absolutamente integrable en (R) (f € L1) si [ |f(t)] dt < oo existe

como integral de Riemann impropia.
Transformada de Fourier: f : R — R y es absolutamente integrable.

FU®] @) = FW) = fw) = j‘o F)e=“tdt  conweR

Transformada inversa de Fourier:

FLFw)] () =5 [ Flw)e“ dw
También se llama Integral de Fourier, si la misma existe.
Convolucién: (f * g)( f f(Dgt—7)dr

Lema de Riemann - Lebesgue Sea f(t) una funcién absolutamente integrable y continua a trozos en R. Entonces

o0

lim F(w)= ll)rj:l [ ft)e ™t dt =0

w—too

Identidad de Parseval: [ |f(t)* dt = & f |F(w)]? dw

— 00 —0o0
Lema de Riemann — Lebesgue: Sea f(t) una funcién absolutamente integrable y continua a trozos en R. Entonces
o0

lim F(w)= Hlil [ ft)e ™tdt =0
w—roo

w—£o0

A
Valor principal de Cauchy: El valor de Ah’m | f(t)dt es llamado el Valor Pricipal de Cauchy de la integral
—00 4

[ f(t)dt, si el limite existe.

Teorema fundamental de la integral de Fourier: Sea f(¢) una funcién absolutamente integrable y suave a trozos en R
y sea F(w) la transformada de Fourier de f. Entonces la integral de Fourier converge para cada t € R como una valor
principal de Cauchy y

1 o0
— F(w)e™! dw =
2
donde f(tT) = lim f(t+h)y f(t7)= Um f(t+h).
h—0+ h—0~—
e Si f(t) es una funcién continua, entonces el lado derecho de la igualdad es f(t) porque en éste caso f(t+) = f(t7)

para cada t € R.
Transformada coseno de Fourier: Si f(¢ ) es par su transformada es

Lofo ft)e ™t dt = f f(t) cos(wt) dt — zW: 2 }Of(t) cos(wt) dt
S 0

Transformada coseno de Fc (UJ) _ /f(t) COS(UJt) dt | — F(W) _ 2Fc (w)
Fourier de f(t) par

[F(E7) + ()]

N | =

Transformada seno de Fourier: Si g(t) es impar su transformada es

_70 g(t)e ™t dt :W— ijfo g(t)sen(wt) dt = —2i ?g(t) sen(wt) dt

oo

Transformada seno de Gs(w) = /g(t) sen(wt) dt | = G(w) = —2iGs(w)

Fourier de g(t) impar

0

Teorema fundamental de funciones pares: [e'“! = cos(wt) + i sen(wt)]

770 F(w)e™t dw = jfo F(w) cos(wt) dw = 2 :foF(w) cos(wt) dw = 4 :foFC(w) cos(wt) dw

o0

Teorema Funadamental z / Fc (UJ) cos(wt) dw —
™

para funciones pares

[FE) + (7))

DN | =

0

Teorema fundamental de funciones impares: [e“! = cos(wt) + i sen(wt)]

jfo G(w)e™t dw = ij‘o G(w) sen(wt) dw = 2i ?G(w) sen(wt) dw =4 ZOGS(w) sen(wt) dw

Teorema Funadamental

3w

[9(t") +9(t7)]

DN | =

para funciones impares

/GS sen(wt) dw =
0




®INTEGRACION POR PARTES: Elegir la parte del integrando a derivar y la parte del integrando a integrar. No olvidar
colocar los signos comenzando por + y alternando con —. Se multiplican las diagonales y se suman los términos
definidos por esos productos.

Caso 1: Detenerse cuando la columna de derivadas D se llega a 0.

[t o= [ (-] - o ()« o ()
i, [ ) 1 2 (<)) o ()] [ (o)

D I
+ z2 sen(3z)
- 2z \ _M
\ 3
sen(3x)
+ 9 -2
_ 0 cos(3x)

33

Caso 2: Detenerse cuando se puede integrar una fila de la tabla.

b ST 5101 251" [2°]°
4 _ i Y e = -/ 51 |25
/3; In(z) dz = + {ln(x) s L /x 5 dx [ln(x) 3 L 7 /x dz = [111(33) 5 ]a {25}(1

a

indefinida .”4 . L = E . lﬁ S £ 71 A g wS _ £
—>/L In(z) do =+ |:1I1(L) 5} /w 3 dr = {ln(x) 5] 7 /1 do = {ln(x) 5] {25}

D I
+  In(x) x4

1 \ s
_ R il

T 5

Caso 3: Detenerse cuando una fila es multiplo de la primera.

efut b efut b efut
/sen(at)e*“t dt = + {— sen(at) ] - [a cos(at)Q] + / —a?sen(at) 5 dt
u |, u? |, u
a a

a? / eut]’ e’
<1 i 2) /Sen(at)efut dt = — [sen(at) } — {acos(at) 3 ]
u u a u a

—ut

indefinida —ut > eiut 2 67Ut
——— [ sen(at)e™™ dt = + |—sen(at) — |acos(at)—5| + [ —a”sen(at)—5- dt
. U u . u
2 —ut —ut
(1 + 32) /sen(at)e_"”t dt = — {sen(azﬁ)eu } — {acos(at) eu2 }

Solo falta dividir a ambos lados por (1 + a?/u?).

D I
+ sen(at) \ o—ut
—ut
- a cos(at) _¢
u
\ o
+ —a?sen(at) ——>




ePROPIEDADES DE TRASFORMADA DE FOURIER:

no. f(t),g(t) F(w),G(w) Condiciones
1 a f(t)+0bg(t) a Flw)+bGw) a,beC
2 f(®) F(-w)
3 flt—a) e~ waF(w) aeR
4 elatf(t) F(w—a) a€eR
5 f(at) \le\F (9) aeR,a#0
6 f(t) par y real F(w) par y real
7 f(t) impar y real F(w) impar e imaginaria
8 () (iw)"™ F(w)
9 (=it)"f(t) FO(w)
10 ' f(r)dr Fla) F(0)=0
11 F(-t 27 f(w)
12 (f*g)(t) Fw)G(w)
13 f(t)g(t) 3 (F * G) ()
®TRASFORMADAS DE FOURIER:
no. f(t) F(w) = [T f(t)e™™'dt Condiciones
1 si |t‘ <a sen(aw)
1 . 2a—— a>0
0sit]>a ae
] si [t] < son?
9 | | .Sl | | >a 242 sen(aw) —a? ( a>0
Osift|>a aw (%
3 sen(at) m si ‘w| <a a>0
t 0si|wl >a
1t
- < sen” (4
4 LG sillsa awenicey) a>0
Osift|>a
wll
, 1—— <2
0 si |w| > 2a
6 e_a‘tl az%‘riawz a>0
7 (127_1,'_152 ge—a|w| a>0
8 e H(t) ﬁ Re(a) > 0,b € R
9  te “H(t) m Re(a) > 0,b € R
10 e “sen(bt)H(t) m Re(a) >0
11 e “cos(bt)H(t) % Re(a) >0
o2
12 e N a>0



Funcién causal: Sea f(t) una funcién continua. f es una funcién causal si f(¢) = 0 para ¢t < 0.

Funcién de orden exponencial

La funcién causal f : R — C es de orden exponencial si existen « € R y M > 0 tales que |f(t)] < Me* para todo
t>0

Transformada de Laplace: f : [0,00) — R y es de orden exponencial.

ﬁﬁ@ﬂﬁﬂ@)szr:fﬂwfﬂw

Transformada de Laplace inversa:

LTYE(s)](t) = f(t) = 5= lim F(s)etds, donde a = Re(s)

oPROPIEDADES DE TRASFORMADA DE LAPLACE:

no. f(t), g(t) F(s), G(s) Condiciones
1 a f(t)+0g(t) a F(s)+bG(s) a,beC

2 ft—a)H({t—a) e “F(s) a>0

3 et f(t) F(s—a) aeC

4 f(at) 1R (%) a>0
5P s F(s) - 1(07)

6 [ s?F(s) — s f(0F) — f'(0%)

T (=Dm ) F®)(s)

8 [ f(r)dr £s)

9 (fx9)) F(s) G(s)

10 f(t) W fE+T) = f(t)
o S LLF @) ) du

®TRANSFORMADAS DE LAPLACE:
F(s) = L[f(t)](s) Semiplano de

no. f(t) ~ Condiciones
Jo f(t)e *tdt convergencia

1 1 H(t) 1 Re(s) >0

2 e L Re(s) > a aeC

3 " o Re(s) >0

4 sen(at) e Re(s) >0 aeR

5 cos(at) T Re(s) >0 aeR

6 senh(at) =2 Re(s) > a acR

7 cosh(at) o Re(s) > a aeR

8  sen(at +b) w Re(s) >0 a,beR

9 cos(at +b) % Re(s) >0 a,beR

10 t" efat W Re(s) > Re(—a) a € C

11 H(t—oa) — Re(s) > 0 a>0

10



