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Sobre la Practica 1
Suponemos dim(V) =n

. Si{v,v9,...,v} €S Li. & k <n.
. Si{wy,ws,...,w,} generaV=m > n.
Si B = {uy,us,...,u,} €sun conjunto li. en V = B es base.

Si B = {uy,us,...,u,_1,u,} €s un conjunto generador de V = B es base de V.

Si un subespacio S C V = dim(S) < n. (Tarea para el hogar)
Si un subespacio S C Vydim(S) =dim(V) = S =V.

Un conjunto de vectores son |.i < sus coordenadas con respecto a cualquier base de V lo
son.

Dada A € K™*" se definen los subespacios:
Col(A) = gen{col;(A4),coly(A), ..., col,(A)} C K™
Fil(A) = gen{fil; (A),filo(4), ... fil,,(A)} C K"
nul(4) = {z € K"/Az = Ogm } C K"

nul(AT) = {z € K"/ATx = Ogn } C K™.

Se define rango columna de una matriz a la cantidad de columnas l.i. que tiene una
matriz.

Se define rango fila de una matriz a la cantidad de filas l.i. que tiene una matriz.

Se prueba que V A € K™*" rango columna(A) = rango fila(A), por lo tanto hablamos
directamente de rango(A) =n° de filas l.i. de A =n° de columnas l.i. de A =rg(A).




Con respecto a las soluciones del sistema lineal:

Ar=bcon A e K™ be K™

El sistema tendrd solucioén < b € col(A).

Y sib € col(A) ¢cuando la solucion sera Unica y cuando tendra infinitas soluciones?

Solucién unica si las columnas de A son li, dim(col(A4)) =n

Infinitas soluciones sirg(A) < n.

Si el sistema es compatible:
{r e R"/Ax = b} = {x, + x,/ x, sol. particular , x, € Nul(A)}
El conjunto se puede describir con otra solucion particular:

{r e R"/Azx = b} = {x1 + x1/ z, sol. particular , z;, € Nul(A)} < a1 — z, € Nul(A).

Sobre la Practica 2

Definicidn: Si V y W son dos K espacios vectoriales, se dice que una funcion

T :V — W es una transformacién lineal, si cumple:

m T(up +ug) =T (uy) + T(ug), Yup,uy €V.

m T(A\u) =NT'(u), YVueVyViek

Nota:
Esto es equivalente a decir que, para toda combinacion lineal A\yvy + - - - + A\yv, € V, se
Cumple T()\lﬂl SRR )\k’Uk) = )\1T(’Ul> S oo )\kT(Uk)




Si Vy W son dos K espacios vectorialesy T : V — W es una transformacién lineal:

= Recordatorio 1: Se dice que V es el dominio de 7'y W el codominio de 7.

= Recordatorio 2: La Imagen de T es el conjunto:
Im(T") = {w € Wtal que,v € V,T'(v) = w}

» Definicion 1: Si S C V, S # (), se llama Imagen de S por T, al conjunto:
TS)={weW:dz e SSw=T(x)} CW.

» Definicion 2: Si U ¢ W, U # (), se llama Preimagen de U por T, al conjunto:
T U)={zeV:T(z)eU} CV.

= Definiciéon 3: Se llama Nucleo de F' al conjunto:
Nu(T)={xeV:T(z) =0w} =T""'({0w}) CV.

Observaciones:
Para todo lo que sigue T': V — W = es t.l.

b. SiV=gen{v, va, ..., vy} = Im(T)=gen{T(vy),...,T(vm)}

c. Si S es subespacio de V = T'(S) es subespacio de W.
d. Si U es subespacio de W = T!(U) es subespacio de V.

e. Toda t.l. queda univocamente determinada sobre una base.
Mas precisamente:
Sean V y W, K espacios vectoriales, B = {v;, vs, ..., v,} €S una base de V y
{wy, we, ...w,} C W, existe una Unica transformacién lineal ' : V. — W tal que:
F(vy) = wy, F(vg) = wy,..., F(v,) = w,.

f. [dim(Nu(7))+ dim(Im(7))= dim(V)




Clasificacion de transformaciones lineales
Sea T : V— W una funcion, con Vy W K-espacios vectoriales.
Se dice que T' es monomorfismo si es una transformacion lineal inyetiva.
Se dice que T es epimorfismo si es una transformacion lineal suryectiva.

Se dice que T es isomorfismo si es una transformacion lineal biyectiva.

Recordatorio 1: F': V — W es inyectiva si x; # x5 = F(x1) # F(z2).
Esto es equivalente a decir F' es inyectiva si F(z1) = F(z3) = 1 = xs.

Recordatorio 2: F' : V — W es suryectiva si Im(F)= Cod(F') = W

Recordatorio 3: F' : V — W es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.

Observaciones:

a. |7 es monomorfismo < Nu(7T") = {Oy}. |

b. T es epimorfismo < Im(7T) = W < dim(ImT")) = dim(WV).
c. Sidim(V)=ny dim(W)= m:

1) Si T"es monomorfismo = dim(V) < dim(W).

2) Si T es epimorfismo = dim(I¥) < dim(V).

3) Si T esisomorfismo = dim(W) = dim(V).

SiT:V — W esunisomorfismoy B = {vy,..., v,} es una base de V= dim(W) =ny
ademas B’ = {T'(v1),..., T'(v,)} es una base de W pues gen{T(v),..., T(v,)} =Im(T)=
W = {T(v1),..., T(v,)} es una base de W porque son n vectores que generan W.

Busqueda de la TL inversa:



Si T es isomorfismo, aplicando 7" a cualquier base de V, obtenemos:

T(’Ul) = W1
T(’UQ) = W2
T(v,) = wy,
Como {wy, ..., w,} es una base de W, sobre esta base queda definida 7! : W — V

de la siguiente manera:

T_1<w1) =1
T_1<w2) = V2
T Y (w,) = v,

Resolucion de ecuaciones que involucran a una TL

Con la ecuacion que involucra a una transformacion lineal pasa lo mismo que pasaba
cuando resolviamos un sistema lineal.

siwg ¢ Im(T') el sistema es incompatible.

siwg € Im(T') y T' es monomorfismo la ecuacion tienen solucion unica.

siwy € Im(T") y T'no es monomorfismo  la ecuacion tienen infinitas soluciones.
Todas las soluciones son de la forma z, +xn; zy € Nu(T) y z, sol. particular



Definicion: Si B = {vy, ..., v,} basedeV, B' = {w,,..., w,} basedeWyT:V — W
t.l, la matriz [[T(v1)]® | ...| [T'(va)]®] € K™, se llama la matriz de 7' con respecto a
las bases By B’y se nota: [T]%', es la Ginica matriz que cumple:

Observaciones:

Enloquesigue T :V — Wtl.y By B bases de Vy W respectivamente.

. Las columnas de [T']5" son las coordenadas de los generadores de la Im(T), por lo tanto
rg([T)5)=dim(Im(T)).

.2 € Nu(T) & [T)8'[z]p = Ogm

. Nul(]T15) es el subespacio de las coordenadas de los vectores de V que estan en el
Nu(7).

.welm(T) < IreVialque T(z) = w < [T(2))F = [w]? < T8 [2]% = [w]”.

. SiG:W — Uestl. y B”es base de U, entonces se cumple: [G o T|5" = [G]5/[T]E .

. Si T es un isomorfismo, [T]5" ¢ K™ y es inversible.

r\—1

. Se cumple [T7']3, = ([T]3)




Sobre la Practica 3

Definicién de Producto Interno: Si V es un K-espacio vectorial, se dice que una
funcién < .,. >: V x V — K es un producto interno (P.l.), si cumple:

n <au+ fr,wS>=a<u,w>+0 <v,w>Vu, v, weVyVa feK

m <y, u>=<u,v >, Yu, veV

m <u,u>>0VueVu#0y Yy <u,u>=0<= u=_0y

Consecuencias inmediatas:

a <u,u>€RVYueV

b <u,av+pw>=a<uv>+8<uw> Yu, v, weV

C <Oy,u>=0,VueV

Nociones inducidas por un P.1.

En lo que sigue V es un K-espacio vectorial con P.I.

Norma: |u|| = /< w,u > (norma inducida por el P..)

Cumple, las propiedades imprescindibles para ser una medida:

1. flul =0
2. |[Aull = [Aflull

3. [Ju| =0 <= u=0y

Distancia: Si u,v € V la distancia entre u y v se define como
d(u,v) = [lu —v|| = [jv — u]




Ortogonalidad: Si u y v son vectores de V se dice que u y v son ortogonales si
< u,v>=0.(Se notau L v)

Teorema: Si V es un espacio vectorial de dimension finita, todo P.I. queda definido
sobre una base de V. Mas aun si B = {v,...,v,}, todo P.l. puede escribirse como:

(u,v) = o]P Gu)? = [u]®" G o]
Con G € K™, matriz hermitica y definida positiva.

Gp € K™ es hermitica si y s6lo si Gz = Ga
Gp € K™ es definida positiva siy sélo si X7Gp X >0, V X € K* — {Ogn }.

Propiedades:

En todo espacio vectorial V con producto interno, valen las siguientes propiedades:

a. Desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz:
| (w0 | < lull [[ol], Vu, veV.
b. Desigualdad triangular:

[lu+vf| < fJull + ]|, Yu, veV.
c. Teorema de Pitagoras : Si (u,v) = 0= ||u +v|]* = ||u]|* + ||v]*.
Como consecuencia de la desigualdad de C-B-S, si V es un R espacio vectorial, tenemos:

=[ull foll < (u,0) < |lull [[v]], Vu, veV.

Siu#Oy£v: —1< fww)

= lull ol

Entonces, podemos extender la definicion de angulo, para cualquier R-espacio vecto-
rial:



Definicion: Siuy v € V , R espacio vectorial, u # Oy # v, se dice que 6 es el angulo
que forman vy v si:

cos(6)= M, 0<6<m.
[lull o]l

Se nota «a(u,v) = 6.

Descomposicién Ortogonal

-6 -5 -4 -3 -2 -1

Yu,v € V,v # Oy, si tomamos ¢ = {49y w = u — (422

[[o]? [[o]1?

Ju, se cumple:

u=cv+wconw L u




Definicién: Se dice que {vy,vs,...,v,} C V es un conjunto ortogonal, si (v;,v;) =
0V i#j.
Aclaracién: Todo conjunto con un so6lo elemento, {v; } se considera ortogonal.

Definicion: Se dice que {vi,vs,...,vx} C V es un conjunto ortonormal, si
(vi,v;) =0V i #£ 7y |luil]* =1,
Vi=1,..., k.
Observacion
» Si{vy,vs,...,v,} €sun conjunto ortogonal que no contiene al vector nulo = {vy, vy, ..., v}
es L.i.
Definicion:
Sea V un K-espacio vectorial con producto interno. Se dice que B = {vy, va,...,v,} €S

una base ortogonal de V si es una base de V y es un conjunto ortogonal.
({vi,vj) =0 Vi # j.)

Definicion:
Sea V un K-espacio vectorial con producto interno. Se dice que B = {v,vs,...,v,} €S
una base ortonormal de V si es una base de V y es un conjunto ortonormal.

0sii#j
O sea, (v;,v;) = {1 Siiz

Descomposicion con respecto a una base ortonormal

Si B = {vy,vs,...,v,} €s una base ortonormal :
u = (u,v1) vy + (U, va) Vg + - -+ + (u, vy,) vy

lull® = | (w, vi) [* + [ (w, v2) [P 4+ 4 | {u, vn) |2
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Proyeccion Ortogonal

Sea S C V un subespacio de Vy v € V, se dice que v’ es la proyeccion ortogonal de
v sobre S si:

1. v/ € S.
2. v—v €St

Notacién: Se escribe Ps(v) =o'

Dos observaciones importantes

a | Si existe, Ps(v) es Unica

b Paratodo v € V, Ps(v) es el punto de S mas cercano a v:
d(v, Ps(v)) < d(v,vs) ¥V vg € S.

Mas observaciones

Si existe, Ps(v) Vv € V:

m v — Pg(v) = Pgi(v), Yv e V.

m v = Pg(v) + Pgi(v) Vv € V.

V =S @ S+. Ademas, si V es de dimensidn finita (S+)t = S

SiveVyv=uvg+uvgconvg €SyuvgL €5t

Otras Propiedades Importantes

a Ps(v)=v<=wveSs.

b Ps(v) =0y & v e St.

C Ps(Av+w) = APs(v) + Ps(w), Vv,w e VyV X € K.
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d Lo anterior demuestra que, Ps : V — V es t.I. y ademas| Im(Ps) = S, Nu(Ps) = S*.

e PS(PS(U)):P5<U)VUEV

Foérmula de la proyeccién ortogonal.

Sea S un subespacioen V, v € V,y Bs = {v, v, ..., v} una base ortogonal de S:

<U,U1> <U7U2> <U’Uk>
P —
SO = ol 2 ol
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Problema de minimos cuadrados
Planteo del problema

Planteo del problema en K".

En K", el P.l. canénico es (z,y) = y*z =y’ x

Sabemos que si y b € K™ el sistema AX = b es compatible si y solo si
b € Col(A).

Sib ¢ Col(A), buscamos & € K" tal que dist(Az,b) sea "la menor posible".

Por lo visto, la menor distancia la alcanzaremos cuando Az = Pra)(b)

AT(b— A%) = Ogn < |A' A7 = A" b| ECUACIONES NORMALES.

Si estamos trabajando en R los signos de conjugacién no son necesarios.

Definicion : Dada A € K™ y b € K™, se dice que = es la soluciéon por minimos
cuadrados de Ax = b si Az realiza la minima distancia a b, o sea
dist(Az, b) < dist(Ax,b) <= Az = Pooya(b).

Se llama error cuadratico medio a la diferencia:
ECM=|b — Az|?

Observaciones:

= E| problema de minimos cuadrados siempre tiene solucion.
m Nul(ATA) = Nul(A)
m rg(ATA) =rg(A)

= Como Nul(A) = Nul(AT A) todas las soluciones del problema de minimos cuadrados
pueden escribirse en la forma: & = =, + xy con zy € Nul(A).

» Todo =z € K" puede escribirse x = zp + xy, con zp € Fil(A) y xxy € Nul(A) pues
Fil(A) @ Nul(A) = K" pues Fil(4)" = Nul(4).
Entonces: & = zp + zn ¥ ||2]]? = ||zr|* + ||zN]?

13



Luego [[z]| > [|z£|]

Por lo tanto, la solucién del problema de minimos cuadrados de minima norma es el
vector . .
zr € Fil(A) que cumple Azp = proycy4)(b) & A Azp=A"b

wp: A Azp = A by zp L Nul(A)
= El problema de minimos cuadrados tiene solucion unica

<= rg(ATA) = rg(A) = n.
En ese caso, se dice que A tiene rango columna maximo.

= Si A es de rango columna maximo, AT Az = ATh <= & = (ATA)"1ATp

Definicion: Si A € K™*", rg(A) = n, se llama seudoinversa de A a la matriz
A# = (ATA)1AT
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