Algebra II (Primer cuatrimestre, 2021)
GuiAa DE TRABAJOS PRACTICOS N26

[En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



PRELIMINARES Y NOTACION

En todo lo que sigue Sim, (R) es el conjunto de todas las matrices simétricas de
R™*"_ Esto es,

Sim, (R) = {A e R™*": AT = A}.

Definicion.

Una forma cuadrdtica en R™ es una funcién @) : R™ — R que puede expre-
sarse en la forma

Q(z) = 2T Az para todo z € R",

con A € Sim, (R).
La forma polar de una forma cuadratica () : R™ — R se define por

B(r,y) = 2 (Q +1) — Q) — Q).

Nétese que si Q(z) = 7 Az, con A € Sim,,(R), entonces ®(z,y) = y* Az
para todo z,y € R™. Nétese también que ®(x,z) = Q(x) para todo = € R™.

Algunas propiedades.

En todo lo que sigue @ : R™ — R serd una forma cuadratica de la forma Q(z) =
T Az, con A € Sim,(R).

1. Cambio de variables. Al efectuarse el cambio de variables x = My, mediante
la matriz invertible M € R™*™ la expresién de la forma cuadrética Q(x) =
2T Az, en las nuevas variables y, adopta la forma Q(y) =yTMTAMy.

2. Ejes principales. Si A = PAPT es una diagonalizacién ortogonal de A, con
P = [ul un] € R™ ™ una matriz ortogonal y A = diag(A1,...,A\n),
entonces el cambio de variables © = Py elimina los términos cruzados de
Q(x) y la forma cuadritica adopta la forma Q(y) = > \iyZ. Las rectas
que generan las columnas de P se denominan ejes principales de Q.

3. Accidn de @Q sobre sus ejes principales. Obsérvese que Q(u;) = \; para todo
ie{l,...,n}.

4. Conjuntos de nivel. Dado ¢ € R el conjunto de todas las soluciones de la
ecuacién Q(z) = ¢ se denomina el conjunto de nivel ¢ de @ y lo denotaremos
mediante

Ne(Q) :={z e R": Q(x) = c}.
5. Imagen de la esfera unitaria. Los valores de @) sobre R™ \ {0} estdn univo-
camente determinados por sus valores sobre la esfera unitaria

Spo1:={z eR": |jz|| = 1}.

Més precisamente, para todo = # 0 vale que Q(z) = ||z||?Q(%), donde # es
el vector unitario que tiene la misma direcciéon y sentido del vector x.

6. Eztremos sobre la esfera unitaria. El cambio de variables ortogonal z = Py
es una isometria y en consecuencia ||z|| = ||y||. De aquf se infiere que

{Q@): el =13 = { Q) : lyll = 1}



En peurticular7 si los autovalores de A estan ordenados de mayor a menor,

AL > )\2 2 Ap, se puede deducir que

a) m X ( )—H Hale( y) = A1,

b) {.’EGSn 1 Q( ) Al}—Sn,lﬂnul(A—)qI),
c) m ()—me()—Am

[l H 5 llyll=1
d) {x € Sp—1:Q(x) = A} = Sp—1 Nnul(A — N\, 1).
7. Combinando los dos puntos anteriores se deduce que
Mollz]]? € Q(x) < A\i||z||? para todo x € R™.

Si A, >0 (i.e., si @ es definida positiva), se obtiene que:
a) para todo z € R™ vale que

2 <o < 42,

b) para todo x € MV.(Q), con ¢ > 0, vale que

£z < £,
5 Sl <

8. Formas candnicas. Se puede comprobar que existe una matriz inversible
M € R™™™ tal que el cambio de variables © = My permite expresar a @) en

la forma
. I, 0 0
(1) Qy)=y" |0 —I, 0]y,
0 0 O,

donde p, q y r son, respectivamente, las cantidades de autovalores positivos,
negativos y nulos de A, (contados con sus multiplicidades). La representacién
de @ en la forma (1) se denomina la forma candnica de Q.

Para un catilogo de superficies de nivel en R3.
Se trata de un breve recordatorio de objetos geométricos que presuponemos
conocidos.
1. Sea Q(z) la forma cuadrética en R? definida por
Q(x) == 2% + 23 + a3,
Sus conjuntos de nivel son

Esfera centrada en el origen de radio \/c sic > 0,
N(Q) =< Ops sic=0,
0 sic<O.

2. Sea Q(x) la forma cuadrética en R? definida por
Q(x) = 2% + 23 — a5,
Sus conjuntos de nivel son

Hiperboloide de una hoja sic>0,
N.(Q) =< Cono sic=0,
Hiperboloide de dos hojas  sic < 0.



Se trata de tres superficies de revolucion alrededor del eje x3: la primera y la
tercera se obtienen rotando la hipérbola z? — 23 = ¢, y la segunda rotando
la recta 1 = x3.

. Sea Q(7) la forma cuadrética en R? definida por

Q(x) := 27 + 3.

Sus conjuntos de nivel son

Cilindro circular sic>0,
N(Q)=< Rectaz; =a2=0 sic=0,
U sic<0.

. Sea Q(z) la forma cuadratica en R? definida por
Q(z) := i — 3.
Sus conjuntos de nivel son

Cilindro hiperbdlico sic#0,
N(’(Q) = { P 7&

Par de planos que se cortan  si ¢ = 0.
. Sea Q(z) la forma cuadrética en R? definida por

Q(z) := a7,
Sus conjuntos de nivel son
Par de planos paralelos sic>0,
Ne(Q) = ¢ Par de planos coincidentes si ¢ =0,

0 sic<O.



EJERCICIOS

1. En cada uno de los siguientes casos, expresar la forma cuadritica Q : R? — R
como xT Az con A € Simy(R), diagonalizar ortogonalmente A = PAPT y mediante
el cambio de variables x = Py escribir la forma cuadratica sin términos cruzados.
(a) Q(x) = 923 + 323 — 8x122.

(b) Q(x) = 22?3 — 623 + 621 72.

(c) Q(z) = 922 + 1622 + 241 22.

2. C(lasificar cada una de las formas cuadraticas del Ejercicio 1. y graficar sus
conjuntos de nivel MV.(Q).

3. En cada uno de los siguientes casos, expresar la forma cuadrética @ : R® — R
como T Az con A € Simz(R), diagonalizar ortogonalmente A = PAPT y mediante
el cambio de variables x = Py escribir la forma cuadratica sin términos cruzados.
(a) Q(z) = 323 + 323 + 523 + 22122 + 27123 + 22273,

(b) Q(z) = 23 + 23 + 323 — 22179 + 62173 + 6xo73.

(c) Q(x) = 23 + 23 + 223 + 2z, 73 + 27973.

(d) Q(z) = x% + x1xo + T123 + T2T3.

(e) Q(x) = 23 + 23 + 422 + 23179 + da1 23 + 47073,

4. Clasificar cada una de las formas cuadraticas del Ejercicio 3. y graficar sus
conjuntos de nivel N.(Q).

@: representar @Q en el sistema de coordenadas cartesiano definido por sus ejes
principales y observar que mediante cambios de escala se obtiene alguna de las
formas presentadas en el catdlogo. Cambios de escala transforman circunferencias
en elipses, esferas en elipsoides, y viceversa.

5. Sea @ :R?® — R la forma cuadrética definida por Q(z) := 27 Az, donde

L [76 10 10
3241 19 20 61

(a) Mediante un cambio de variables ortogonal = Py escribir la forma cuadrética
sin términos cruzados. ;Cuédles son los ejes principales de Q7

(b) Caracterizar geométricamente las superficies de nivel V,2(Q), con r > 0, y
graficarlas en el sistema cartesiano definido por los ejes principales de Q.



5

(c) A simple vista, determinar los puntos de la superficie de nivel N1(Q) més
cercanos al origen e indicar a qué distancia se encuentran del mismo.

(d) A simple vista, determinar los puntos de la superficie de nivel V7 (Q) més lejanos
del origen e indicar a qué distancia se encuentran del mismo.

6. @ Idéntico al anterior, pero utilizando la matriz

1 7T -4 -4
-4 -8 1

en la definicién de Q.

7. Sea @ la forma cuadrética en R? definida por
Q(x) := ba? + 623 + Ta3 — 4wy — 4xos.

(a) Hallar Hm”é_x1 Qz) y HITll‘l’ill Q(z).

(b) Verificar que para todo x € R? vale que 3||z||? < Q(z) < 9||=|*.

(c) Caracterizar el conjunto de nivel N1(Q) y, utilizando el resultado del inciso
anterior, hallar los puntos de A7(Q) cuya distancia al origen sea minima y aquellos
cuya distancia al origen sea maxima. ;Qué valores tienen esas distancias?

@: comparar con el 5. y formalizar conclusiones.

8. Sea @ la forma cuadrética en R? definida por
Q(x) := x¥(al + bA)x,
con a,b € R, y donde A es la matriz en base canénica de una proyeccién ortogonal

de R? sobre un subespacio unidimensional.

(a) Hallar los valores de a y b para que HmHétxl (x)=5y ”nhin1 Qz) = 2.

(b) Para los valores hallados en el inciso anterior, y sabiendo que
col(A) = {z € R* : 3zy + 4a, = 0},
graficar el conjunto {z € R?: Q(z) < 3}.

9. Sea A € R3*3 la matriz simétrica de traza nula tal que

nul(A —2I) = {x € R® : 2y + 25 + 23 = 0},
y sea @ : R? — R la forma cuadratica definida por Q(z) := 7 Ax. Si 29 € R? es un
vector cuya distancia al subespacio gen { [1 1 I]T} es b, ;qué valor debe tener
la distancia de xo al nul(A — 2I) para que Q(xz¢) = 147

@: no se requiere hallar los coeficientes de A ni la expresion de xg.



10. Sea Q(z) = 2T Az una forma cuadratica en R", con A € Sim,(R). ;Qué
propiedades de A son necesarias y suficientes para que todos los conjuntos de nivel
cde @, con ¢ > 0, sean acotados?

11. @ En cada uno de los siguientes casos, hallar, si existen, el maximo y el
minimo de la forma cuadratica Q; : R? — R, Q1(z) = ||z||?, sujeto a la restriccién

Q2(z) = 1, para
(a) QQ(QT) = 9:17% + 3!@% - 81’1272.

@:gCudl es el significado geométrico de los resultados obtenidos? Notar que en
(a) y (b) las formas cuadrdticas son de la forma Qa(z) = 923 + 373 — 2azx174, con
a € R, y explicar los diferentes comportamientos de la solucion problema en funcion
de los posibles valores de a.

12. Sea @ : R? — R la forma cuadritica definida por

Q(z) := 22 + 22 + 2120,

(a) Obseirvar que @ es definida positiva y hallar un cambio de variables © = My
tal que Q(y) = Q(My) = [ly|I*.

(b) Hallar, si existen, el mdximo y el minimo de @Q(x) sujetos a la restriccién
922 + 323 — 87179 = 1 y determinar los vectores que los realizan.

13. Sea @ : R? — R la forma cuadrética definida por
Q(x) = azi + ax3 + 2bx 129,
donde a,b € R.

(a) Hallar y graficar el conjunto de todos los pares (a, b) para los cuales ) es definida
positiva.

(b) Hallar y graficar el conjunto de todos los pares (a,b) para los cuales

Hﬁl’g@(fﬂ):o y Iﬁ%@(éﬂ):‘l-

(c) Determinar los valores de a y b para los cuales existe un cambio de variables
ortogonal = = Py, tal que Q(y) := Q(Py) = 4y + 9y3.

(d) Para a = 2 y b = 2 hallar los puntos de la curva de nivel Q(z) = 1 més cercanos
al origen. ; Qué puede decirse de los méas lejanos?

(e) Para a = 2 y b = 2 hallar los puntos de la curva de nivel Q(z) = 1 més cercanos
al origen. ;Qué puede decirse de los méas lejanos?



14. Sean @1, Q> : R? — R las formas cuadriticas en R? definidas por
Q1(z) = 1722 4 10823 + 312z 2, Qa(z) = 5% + 573 + 67172.
(a) Graficar los conjuntos de nivel N.(Qz), con ¢ > 0.

b) Hallar maéx T min ).
(b) zeNg(Qz)Ql( )ymeNg(Qz)QM )

(c) Hallar y graficar el conjunto de todos los z € Ng(Q2) que maximizan Q1 ().

(d) Hallar y graficar el conjunto de todos los © € N3(Q2) que minimizan Q1 (x).



