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2% Reunién formas cuadraticas . Curso 1.
Ultimos comentarios sobre optimizacion de Formas Cuadraticas.

Siempre trabajamos con A € C"*" o A € R™*" y consideramos el P.I candnico en C"
({z,y) =7z ) o R" ((z,y) =y ).

Recordemos:

Dada una matriz A € R™"™ simétrica, una forma cuadratica en R" es una funcién
Q :R" — R tal que: Q(x) = 27 Az.

Si: Q(z) = 2T Az, A € R**? simétrica, Q : R* — R, se llama Conjunto de nivel c
de @ al conjunto N.(Q) ={z € R": Q(z) =c} CR™

Cambio de variables.

Si A € R™" es una matriz simétrica, sabemos que A es diagonalizable ortogonalmente.

Existe una matriz P € R™" ortogonal tal que A = PDPT con D = diag(\y,...,\n)
con A\ autovalor de AVi=1,...n.

Si Q(z) = 2T Ax = 2" PDPTx = (2" P)D(PTx) = (PTz)" D(PTx).
Si hacemos el cambio de variables y = PTz, obtenemos:

2T Az = (z"P)D(P"z) = y' Dy

1 %
Entonces si x € R", z = :13:2 ey = y‘Q
Tn Yn
A O 0 Y1
y'Dy = {yl Yo ... yn} ! )\:2 8 y? = Myi + Xoys Ay
00 . A o



Entonces #'Az = ¢ <= My? + Movs + ... \y2 = ccon y = Pl

La principal ventaja de este cambio de variables es que elimina los productos cruzados y
“mantiene la norma ” de los vectores, pues si y = P72, como P es una matriz ortogonal, se
cumple [[z]| = [[y]]

Teorema de Rayleigh: Si A € R™*" es una matriz simétrica con Ayyax v Amin los auto-
valores maximo y minimo de Ay Sy,,, V Sx,..,, l0os respectivos autoespacios, entonces:

» Amin ||z]]? < 27 Az < Ayax||z||?, Vo € R™ Desigualdad de Rayleigh.
La igualdad se cumple en los respectivos autoespacios.

. |I£ﬁl2é=}22 w7 Az = M\yrax - a?, se alcanza en x € Sy, N {z/||z||*> = a*}.

" I‘I|121/n 2T Az = Ay - @?, se alcanza en z € S, N {z/||2]|* = a®}.
x =a

Con este teorema entonces, tenemos resueltos todos los problemas de optimizacion
de la forma:

Hallar HIﬁlQéu{2 Q(x) y || I‘I|121/Il ,Q(x) y los puntos donde se alcanzan.

Para toda Q(x) = 27 Az, con A € R™*", simétrica.



Ahora nos vamos a preocupar de otros problemas de optimizacion.
Ejemplo:

1. Dada R(x) = 42? + 923,

a)Grafique la curva de nivel R(z) =1 y encuentre méx {|| z |*: R(z) =1} y
min {|| z ||*: R(z) = 1}
b) Demuestre analiticamente lo averiguado en el punto anterior.

Resolucién:

. 2 _
e s min [|x]|*=1/9
Ni(R) = {427 + 925 =1} R(x)=1

2
=1/4
max [[x([" =1/

b) La resolucién analitica de este problema se desprende del teorema de Rayleigh:
Amin |22 < 422 + 925 < Ayrax||z|)?, Vo € R?
4lz[]* <1< 9l2|l?, Yo € R?

De aqui entonces tenemos que:

min {|| z H2¢ R(x) =1} = % y se alcanza en x,,;, = [0 %]T

méax {|| z ||*: R(z) = 1} = § y se alcanza en xpax = £[5 0.




2. Dada R(z) = 423 — 3.

a)Grafique la curva de nivel R(z) =1 y compruebe que min {|| z [|*: R(z) = 1} = 1/4, pero

no existe max {|| = ||*: R(z) = 1}.

b) Demuestre analiticamente lo averiguado en el punto anterior.

Resolucién:

Ny(R): 42t —22=1

min ||| =1/4
Riz)=1

Ti = £[1/2 0

Cuando R(z) = 1:

b) Para demostrar que existe el minimo del conjunto basta con usar la desigualdad de

dmian ||z]? < R(z) < Ayax]|z|?, Vo € R?

—1 [|z|* < R(z) < 4]z, V2 € R?

—1[[a]* <1 < 4[|, Va € {¢/R(z) = 1}



Por lo tanto, del lado derecho de la desigualdad obtenemos:

< ||z|]* Yz € {z/R(x) = 1}

o | =

Entonces gracias al Teorema de Rayleigh podemos asegurar que :

1
min ||z||* = = y este valor se alcanza en ,,;, = +[1/2 0]"
4$%—x%:1 4

En el grafico vemos claramente que los puntos en esta curva no estan acotados. Analitica-
mente esto se puede demostrar exhibiendo una sucesion de puntos en la curva de nivel cuya

norma tiende a infinito.

Por ejemplo, busco puntos, P, = [11,22,]7 tales que :

2

43:%71 — Loy = 1 y HPHHQ :x%n—i_a:gn :7’L2

. ., . 2
Haciendo cuentas encontramos una sucesion que cumple lo pedido: zq,, = \/”TH Y To, =

\/WTJA—L?”LEN

Para poder generalizar, veamos tomados de la mano algunas caracteristicas de las formas
cuadraticas que nos van a servir para solucionar algunos problemas.



Observaciones:

En todo lo que sigue Q(x) = 2T Az con A € R™" simétrica, y A\ax Y Amin 08 autova-

lores mazimo y minimo de A respectivamente.

a

b

Q(ax) = a*Q(z)

Si A\; # Ay son autovalores de A con v; y vy autovectores asociados respectivos de A =

Qawvy + fug) = a*Q(v1) + f2Q(v2) = & Mi|v1]* + B*Aa|[va [?

Si Apin < Amax = Q(x) toma todos los valores del intervalo (Anin, Ayax) sobre la
circunferencia de radio 1, (||z|| = 1).

Si () es una forma cuadratica definida positiva = sus conjuntos de nivel ¢;0, estan acota-
dos (N.(Q) =={z € R": Q(z) = ¢,c > 0}).

Demostracion:

Si Q es una forma cuadrética definida positiva = Q(z) = 27 Az, con A simétrica definida
positiva = todos los autovalores de A son estrictamente positivos = 0 < Anin < Ayax.
Por el Teorema de Rayleigh:

dmin ||z]|? < 2T Ar < Mypax||z|]?, Vo € R™

Sobre el conjunto de nivel N.(Q) se cumple Q(z) = 27 Az = ¢

Amin ||z|* < ¢ < Aax|lz]]*, Vo € N(Q)

Como Amin > 0 = ||z||* < %, esto quiero decir que el conjunto estd acotado.

f Si Q(z) es una forma cuadrética semidefinida o indefinida = sus conjuntos de nivel no

estan acotados. si la funcién cuadratica es semidefinida o indefinida tiene por lo menos un
autovalor nulo o un autovalor negativo.

Si la forma cuadratica es semidefinida positiva el menor autovalor de A es A\, = 0y
Avax > 0 es facil ver que en ese caso el conjunto de nivel 27 Ax = ¢ no estd acotado.
Sea v; un autovector de A asociado a \,,;, y sea w un autovector de A asociado a Ayax,
podemos suponer v y w vectores unitarios.

Consideremos la sucesién de puntos de la forma:



c
VUp =NV + 4/ — w
AMAX

Por la observacién b:

AMAX

Q) = Q(nvy + /§ w) = n2Q(v1) + 4/ = (W) =102 0+ Aprax - Asax = ¢
MAX

O sea, v, € N.(Q) y ||Un||2 = |[nvy + vV %MAX w||2 =n’+ %MAX

Por lo tanto lim v, = +00
n—-+o0o

Si la forma cuadrética es indefinida = A\,.;, < 0y Ayrax > 0, existen vectores unitarios vy
autovector de A asociado a \,,;, y w autovector de A asociado a A\y;4x > 0. Siempre se
puede construir una sucesién de puntos de manera tal que ,P, = av,+ Sw cumplan a la vez:

Q(Pn) = a2>\min + 52)\MAX =cCcy HPnH2 = CVZ +B2 — n2 — 00

Sélo hace falta verificar que las dos ecuaciones que quedan planteadas para « y [ tiene
solucion. Por esto se puede afirmar:

El conjunto de nivel N.(Q)) no esta acotado si la forma cuadratica es indefinida o semidefinida.

Si @) es una forma cuadratica definida positiva es muy facil resolver el problema de opti-
mizacion:

méax ||z||> y min ||z||* y los puntos donde se alcanzan.
Q(z)=c Q(x)=c

Otra vez, por la desigualdad de Rayleigh:

dmin ||z|]* < 2T Ax < Ayax||z|]?, Vo € R”

Sobre el conjunto de nivel N.(Q) se cumple Q(z) = 27 Az = ¢:

Amin [|z||* < ¢ < Awax||z]?, Vo € No(Q) (a)

Entonces, como Amin > 0 de la desigualdad izquierda obtenemos:



2 C
€T < —

y la igualdad se cumple sobre el subespacio asociado, entonces:

max |[z||* = 5y se alcanza en x € Sy, N{Q(x) = c} = S\,... N {HxHQ = /\L}

Q(J}):C min min

Trabajando con el lado derecho de la desigualdad (a), obtenemos:

c
— < ||z 2
AMAX I
Entonces:
QI&I;QCIIQJW = S axy se alcanza en x € Sy, N{Q(x) = ¢} = Sy, N {7 = 5}

Por lo visto en el item f. cuando estamos trabajando con una forma cuadratica, @,
indefinida o semidefinida, existe el min ||z||* = < pero no existe el méx ||z||?, pues
Q(z)=c MAX Q(z)=c

el conjunto de nivel no esta acotado.



Si enfrentamos el problema mas general :

3

Hallar Rr?z)ix Q(zx) y Rr(n%n Q(zx) y los puntos donde se alcanzan.
z)=1 z)=1

donde R(z) y Q(x) son formas cuadréticas.

Se puede asegurar la existencia de los dos extremos cuando R es definida positiva, o sea
R(z) = 27 Bz, B matriz simétrica definida positiva.

Si B es una matriz definida positiva puede realizarse un cambio de variables, para llevar
el problema a un problema estandar.

Si B es definida positiva, existen PortogonalyD, = diag(ps, ..., ), con 5; > 0,
Vi=1,...,n tales que B = PD,P".
Ademds, si llamamos D* = diag(v/By, - -.,v/Bn), podemos escribir B = PD*D*PT_ por lo
que la restriccion R(x) = 27 Bz = 2" PD*D*PTx = 1, puede escribirse mediante el cambio
de variables z = D*PTz, de la forma: 27z = 1.

Si realizamos el cambio de coordenadas sobre la cuadritica Q(r) = x7 Az, debemos
reemplazar la variable z en funcién de z. Si z = D*PTz, entonces © = PD* "'z, con
D1 = dmg(ﬁ, e ﬁ) Q(z) = 27 Az = (PD* '2)TAPD* 'z = 2" D* ' PTAPD* 2.
La matriz C = D* 'PTAPD*™! resulta ser una matriz simétrica cuando A lo es. Por lo
tanto con este cambio de variables hemos llevado el problema original a un problema estandar
en las nuevas variables. Y resolveremos

Hallar mgix TCzy mgn 2TCz y los puntos donde se alcanzan.
[|zl[2=1 [|z1]2=1

Una vez resuelto el problema en las nuevas variables, para senalar los puntos donde se
alcanzan los extremos en las variables originales, ”volvemos” con el cambio de variables
calculando z = PD* 2.



