“.. Mama, la libertad siempre la llevards
Dentro del corazon

Te pueden corromper, te puedes olvidar
Pero ella siempre estd...”

Charly Garcia

Curso 1.
Primera Reunién de Formas cuadraticas.

Definicién

Dada una matriz A € R™*" simétrica, una forma cuadratica en R" es una funcién
Q :R" — R tal que: Q(x) = 27 Az.

Ejemplo:

1. SiA = B g}, queda definida Q(z) = [z1 x2] B g] {xl] :

X2

Q ({“D — [321 + 205 211 + 5] [2125)]

T2

@ (El}) = (3x1 + 2w9)w1 + (221 + Bxo)xs = 3$% + 2x9x1 + 22129 + 5:Eg
2

Observemos que ay; = 3, ass = 5y 2a12 = 2a9; = 4

Q ({xl}) = 37 + dx129 + 575

T2
2. Si Q: R® — R? definida por Q(x) = 3x? — 223 + 522 + 61179 — 4T973.
Inmediatamente podemos reconstruir la matriz A € R3*3 que la define:
3 3 0 T 3 3 0] [~

A=13 =2 2|yQ T9 =[r) o 3] |3 —2 —2| [
0 -2 5 T3 0 -2 5| |z3



Definicion

Si: Q(z) = 2T Az, A € R?*? simétrica, @ : R?> — R, se llama Curva de nivel
k al conjunto Cy = {z € R?* : Q(z) =k, k € R} C R%

Si: Q(z) = 2T Az, A € R¥ simétrica, Q : R® — R, se llama Superficie de
nivel & al conjunto Sy = {z € R*: Q(z) =k, k € R} C R,

Es mucho mas sencillo graficar este tipo de conjuntos cuando en la formula de la forma
cuadratica no aparecen productos cruzados.

Cambio de variables.

Si A € R™™ es una matriz simétrica, sabemos que A es diagonalizable ortogonalmente.

Existe una matriz P € R™" tal que A = PDPT con D = diag(\i,...,\,) con )\
autovalor de AVi=1,...n.

Entonces, Q(z) = 27 Ax = 2T PDPTx = (27 P)D(PTx) = (PT2)T D(PTx).
Si hacemos el cambio de variables y = PTz, obtenemos:

2T Ax = (2T P)D(PTx) = y' Dy

T (%1
Entonces si xz, y e R": x = 122 ey = 3/:2
o Y
A0 0 Y1
yDy=y1 v2 - Y] 9 A'Q ‘ g y_2 = Myt + Aoys + Ay
00 . A |w

Por lo tanto, 2t Ax = k <= \y? + May2 + ... \y2 =k con y = Pl

La principal ventaja de este cambio de variables es que elimina los productos cruzados y
“mantiene la norma ” de los vectores, pues si y = P72, como P es una matriz ortogonal, se
cumple |[z]| = [[y]]

ACLARACION

Las formas cuadraticas se clasifican en positivas, negativas, semidefinidas positivas,
semidefinidas negativas o indefinidas, segin lo sean las matrices simétricas que las
definen.




Optimizacion con restricciones

Vamos a estudiar cémo resolver problemas en los que necesitamos encontrar el maximo y
minimo de una forma cuadratica, Q(x) = 2T Az, con una restriccién en la norma de z.

Problemas de la forma :

Hallar max Q(z)y min Q(x)

||z[|*=a? ||z[|*=a?

También podemos escribirlo con la notacién:

Hallar max{Q(z), con ||z||* = a*} y min{Q(z), con ||z||* = a®}

Cuanda a = 1 se suele decir que es el problema estandar de optimizacion de la formas
cuadraticas.

Como siempre, empecemos por ver qué sucede en el caso mas simple, por ejemplo cuando
la matriz A, que define a la forma cuadratica, es una matriz diagonal.

Ejemplo:

Dada Q(z) = 72? — 323 4 523, nos piden encontrar el maximo, el minimo de esta funcién
sujeto a la restriccién ||x||* =1 y los puntos dénde se alcanza.

Resolucién:

Busco el maximo de esta funcion cuando la calculo sobre todos los puntos de la esfera de
radio 1:

Tx3 — 3x3 + brd < Ta? + Twd + Tad < 7(2? + 23 + 23)

Entonces si ||z|]* = 1, Tz — 323 + 522 < 7, o0 sea 7 es un cota superior del conjunto de
todos los resultados de aplicar la forma cuadratica sobre la esfera de radio 1.

Es obvio que si )y = £[1 0 0] = Q(x)) = 7. Entonces 7 es un valor del conjunto
{Q(z) : ||z||* = 1} = 7 es maximo de este conjunto. Podria quedar la duda sobre si estos son
los dos tinicos puntos donde se alcanza este valor. ; Cémo nos sacamos la duda? Simplemente
planteando las igualdades convenientes.

Busco todos los z € R? tal que ||z]|* =1y Q(x) = 7, quedarfan las ecuaciones:

x4 a5+ a5 =1 (1)
Tx] — 3a5 + 513 =T (2)



A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacion multiplicada por 7:

2 2 2
1‘1+QJ2+1‘3:1

—1023 — 223 =0

Entonces, de la segunda ecuacién obtenemos que xo = x3 = 0 y reemplazando en la
primera ecuacién obtenemos r? =1 = x; = +1.

Entonces los tnicos puntos de la esfera dénde se alcanza el maximo de la funcién son
xy = £[1 0 07

Lo mismo vamos a hacer para calcular el minimo valor de ) sobre la esfera unitaria:

72?2 — 322 + 502 > —32%2 — 302 — 322 > -3 (2% + 23 +23) = -3
T

Entonces si [|z]|? = 1, 723 — 323 + 523 > —3, 0 sea —3 es un cota inferior del conjunto
de todos los resultados de aplicar la forma cuadratica sobre la esfera de radio 1.

Es obvio que si Zpim = £[0 1 07 = Q(2in) = —3.
Entonces, —3 € {Q(x) : ||z||*> = 1} = —3 es minimo de este conjunto pues es una cota
inferior y pertenece al conjunto.
Para ver si hay otros puntos, planteamos:

vl as+a5=1 (3)
T2} — 313 + 51 = —3 (4)

A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacion multiplicada por —3:
x3 4+ 25 + x% =1
1027 + 823 =0

De la segunda ecuacion obtenemos que x; = 3 = 0 y reemplazando en la primera ecuacién
obtenemos 73 = 1 = x, = +1.

Entonces los tinicos puntos de la esfera dénde se alcanza el minimo de la funcién son
T, =+[0 1 0]T.

Otro Ejemplo super sencillo:

Veamos que pasa si alguno de los coeficientes de la diagonal se repite:
Buscamos méximo de Q(z) = 7x? + 7z3 + 223 sujeto a la restriccién ||z||* = 1

Resolucién:



Otra vez, para buscar el maximo acotamos a derecha la funcién, reemplazando todos los
coeficientes por el maximo:

Taf 4 Tad+ 223 < Taf + o+ Tad =7 (2] + 23 +23) =7
N———

=1
El méaximo entonces es 7 pues si buscamos los puntos donde se alcanza este méximo,
planteamos:

ri+as+as=1 (5)
7o+ Tas + 225 =7 (6)

A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacién multiplicada por 7:

xf+:zg+x§:1
—513 =0

Entonces, x5 = 0 y reemplazando en la otra ecuacion obtenemos:
?+ri=1

Por lo que todos los puntos donde se alcanza ese maximo son los puntos de la circunfe-
rencia definida por esa ecuacién. (Son los puntos que resultan de la interseccién del plano
de autovectores asociados a A = 7 y la esfera de radio 1.)

Tarea para el hogar hallar el minimo de @ con la restriccién ||z||* = 1

Después de estos ejemplos vemos que es sencillo resolver el problema cuando la matriz
que define la funcion cuadratica es una matriz diagonal.

Entonces, como la matriz que define a una forma cuadratica es una matriz simétrica
podemos solucionar el problema facilmente con un cambio de variables ortogonal, como el
que hicimos para sacar los productos cruzados.

A=PDP! = Q(x) =2"PDPTx = si y = PTa, 2" PDP Tz = yT Dy.

Ademas ||z|| = ||ly|| porque P es ortogonal.

Por lo tanto, el problema estandar de optimizacién sziX 2T Az y m%’n 2T Az se trans-
ll=][?=1 ||=[[2=1

forma con este cambio de variable en:

méx y' Dy y min y! Dy.
llyl[>=1 llyl[>=1

Con este cambio de variables se demuestra el Teorema de Rayleigh.

Resolvamos el problema de hallar el maximo de x7 Ax para una matriz simétrica A.

Buscamos mz’;ix 2T Az, haciendo el cambio de variables ortogonal y = P7x , sabemos que
[|=]?=1



debemos resolver:

thzzix y' Dy, con \i....,\,, autovalores de A.
yl|*=1

Vamos a ordenar los autovalores de mayor a menor: A\; > Ay > --- > \,. De esta manera,
Avax = max{\; : N;autovalor deA} = A\ y A\, = min{)\; : N;autovalor deA} = \,.

Ademéds, si P = [v1]...|v,] es la matriz ortogonal formada por los autovectores de A y
dim(Sy, )= k, entonces {vy, ...,v;} es una BON de S)—y, y A1 = -+ = M.

y' Dy = Myi+hays+ -y < Myt hn = M+ yn) = Myl = M = Arax.
=1

Al igual que en los casos que vimos en la introduccion, es evidente que Ay 4x no es sélo
una cota superior, pues si tomamos yy; = [1 0 ...0]T obtenemos que y?\;[ D yyr = A1. Enton-
ces A\; es el méaximo valor de y? Dy.

Busquemos ahora, los puntos de norma 1 que cumplen y” Dy = \;:

ittty oty =1 (7)
MY+ Ay e o A = A 8)

A la segunda ecuacion le restamos la primera ecuacion multiplicada por A;:

y%_i_..._i_yz_i_...—i—yizl
M1 = M) Yo+ -+ A= A1) ys =0
—_———— ——

<0 <0

entonces, de la ultima ecuacién sale que Y11 = -+ =y, = 0 y reemplazando en la primera
ecuacion:

vito =1

Entonces, en las nuevas variables obtuvimos:

méx y!' Dy = \i = A\yax |
Ilyl[2=1

Los puntos donde se alcanza este extremo son de la forma:




Volviendo a las variables originales podemos concluir que :

max ! Ax = Ayax, con A\yaxméaximo autovalor de A.

Jxl[2=1
]
Ademas como y = PTx = xy = Pyyr = [v1] - .- [or]vrga] - - - vy %k
L0

Entonces xy = y1v1 + -+ - + ypvp, con yi + -+ yi = 1.
Encontramos el maximo de 27 Az y los puntos donde se alcanza:

max ZL’TAZL’ = )\M'AX'
||| [?=1

Ty =y + -+ ypvp con yE 4+ -+ yE =1

Antes de enunciar el Teorema de Rayleigh, recordemos la igualdad (a):

y" Dy < \il|y||*.

Podemos escribir entonces:

o' Az = y" Dy < Mllyl]* = A ||

V A simétrica se cumple:

2T Ax < Mrax]|z]]? y xl Ax = Arax||z|]? siz € Saasax -

Otra forma en la que puede enunciarse el mismo resultado es:

TA , TA .
W < Ayax,Vr € R" — {ORn} y W = A\yax Six € S)\MAX — {ORn}.




Hemos demostrado en definitiva, el Teorema de Rayleigh:

Teorema de Rayleigh: Si A € R™"™ es una matriz simétrica con Ayax y An los
autovalores maximo y minimo de A respectivamente y Sy,,,x v S, los respectivos
autoespacios, entonces:

» Am ||z]|* < 2T Az < Myax]|z||?, Vo € R” Desigualdad de Rayleigh.
La igualdad se cumple en los respectivos autoespacios.

, i
» max 24 = A\yax, se alcanza en & € Sy, — {Orn}.
[l=]]

z#0

P T
] m;g ﬁ = A\m, se alcanza en © € S, — {Ogn}.
X

En consecuencia, gracias a la primera desigualdad, tenemos tresueltos infinitos problemas
de optimizacion:

o mix, oA = Auaxa® ¥ Earax € Sngax N {Ilel]? = 02}
xX =a

= min 2TAz = \na? y 2, € Sy, N{||z]|]? = a?}
l2][2=a?




Ejemplo:

5 —1 0
Dada A=|—-1 5 0f,siQ(z) = 27 Az, se pide hallar mdximo y minimo de Q(z) sujeto
0 0 6
a la restriccion ||z|| =1

Resolucién:
Ya sabemos por el Teorema de Railegh que Am||z||? < 2T Az < Ayax||z|)?, Vo € R?

Asi que buscamos autovalores de A:

(A=15) 1 0
Ps(\) = 1 (A—D5) 0 =A=6)[A=5)?2-1=0A=60(A-5)*=1
0 0 (A—06)
Obtenemos que las raices son A\; = 6 de multiplicidad 2 y A = 4 simple.
Entonces, en este caso \yjax =6y A\, =4
Los valores mdximo y minimo de la forma cuadrdtica con la restriccién ||z]]* = 1 ya los
CONOCemos:

mix Q(z) =6y min Q(z) =14

ll=|?=1 |l=[[?=1

Busquemos ahora los puntos donde se alcanza la igualdad, para eso necesitamos los res-
pectivos autoespacios:

1 10 1 0
Sy=¢ = Nul(6/ — A)=Nul [ [1 1 0| | =geng |—1{, |0
0 0 0 0 1
1
S)\:4 = gen 1
0
Si buscamos bases ortonormales de cada autoespacio, tenemos:
? 0
AR 0 base de S)—g.
0 1
L
v
% base de S)—,.
0

El mdximo se alcanza en el conjunto x € Sy—¢ N {||z|]* = 1}:

1
72 0

r=a —\% + B {0], tal que ||z||> = 1.Como los vectores son ortogonales y de norma
0 1

1, obtenemos:



1
- 0

T = % 0 2+ p32=1

MAX = 7 + 5 con o + f3 )
0 1

El minimo se alcanza en el conjunto = € Sy—4 N {||z||* = 1}:




