






























Ejemplo:

Consideremos 𝑄: ℝ2 ⟶ ℝ 𝑄 𝑥 = 𝑥𝑇𝐴 𝑥 con 𝐴 =
1

2

5 3
3 5

. Queremos graficar el conjunto de nivel

𝑄 𝑥 = 16

Es decir, 𝑄 𝑥 =
5

2
𝑥1
2 + 3𝑥1𝑥2 +

5

2
𝑥2
2 = 16

La matriz 𝐴 tiene autovalores 𝜇1 = 4 y 𝜇2 = 1 y autoespacios asociados 𝑆𝜇1 = 𝑔𝑒𝑛
1
1

y 

𝑆𝜇2 = 𝑔𝑒𝑛
1
−1

.



Proponemos entonces el cambio de variables dado por 𝑥 = 𝑃𝑦

Con 𝑃 =

1

2

−1

2
1

2

1

2

𝑄 𝑦 = 𝑦𝑇𝐷𝑦 = 𝑦1 𝑦2
4 0
0 1

𝑦1
𝑦2

= 4𝑦1
2 + 𝑦2

2

Como , 𝑄 𝑥 =
5

2
𝑥1
2 + 3𝑥1𝑥2 +

5

2
𝑥2
2 = 16 ⟹ 𝑄 𝑦 = 4𝑦1

2 + 𝑦2
2 = 16

La curva de nivel resultante es una elipse cuya forma canónica es:

𝑦1
2

22
+
𝑦2
2

42
= 1



5

2
𝑥1
2 + 3𝑥1𝑥2 +

5

2
𝑥2
2 = 16

𝑦1
2

22
+
𝑦2
2

42
= 1



Ejemplo:

Considerando 𝑄: ℝ3 ⟶ℝ 𝑄

𝑥1
𝑥2
𝑥3

= 𝑥1 𝑥2 𝑥3
2 0 1
0 4 0
1 0 2

𝑥1
𝑥2
𝑥3

. Queremos 

graficar el conjunto de nivel  𝑄 𝑥 = 144.

Es decir,  𝑄 𝑥 = 2𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥3 = 144

𝐴 tiene autovalores 

𝜇1 = 4 ;  𝜇2 = 3 y 𝜇3 = 1 y autoespacios asociados

𝑆𝜇1 = 𝑔𝑒𝑛
0
1
0

, 𝑆𝜇2 = 𝑔𝑒𝑛

1

2

0
1

2

y 𝑆𝜇3 = 𝑔𝑒𝑛

1

2

0
−1

2

.



Proponemos entonces el cambio de variables dado por 𝑥 = 𝑃𝑦

Con 𝑃 =

0
1

2

1

2

1 0 0

0
1

2

−1

2

𝑄 𝑦 = 𝑦𝑇𝐷𝑦 = 4𝑦1
2 + 3𝑦2

2 + 𝑦3
2

Como , 𝑄 𝑥 = 2𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥3 = 144 ⟹ 𝑄 𝑦 = 4𝑦1

2 + 3𝑦2
2 + 𝑦3

2 = 144
La superficie de nivel resultante es un elipsoide cuya forma canónica es:

𝑦1
2

62
+

𝑦2
2

48
2 +

𝑦3
2

122
= 1



𝑦1
2

62
+

𝑦2
2

48
2 +

𝑦3
2

122
= 1

2𝑥1
2 + 4𝑥2

2 + 2𝑥3
2 + 2𝑥1𝑥3 = 144

𝑥3

𝑥2 = 𝑦2

𝑥1

𝑦3

𝑦1
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H) < 𝒙, 𝒚 >𝑨=< 𝑨𝒙, 𝒚 > 𝐝𝐞𝐟𝐢𝐧𝐞 𝐮𝐧 𝐩𝐫𝐨𝐝𝐮𝐜𝐭𝐨 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐧𝐨 ⟹ 𝑻)𝑨 𝐞𝐬 𝐝𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐝𝐚 𝐩𝐨𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐚 (simétrica y  si 

𝒙 ≠ 𝟎 𝒙𝑻𝑨𝒙 > 𝟎)

• < 𝑥, 𝑦 >𝐴=< 𝐴𝑥, 𝑦 >= 𝐴𝑥 𝑇𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦 𝑇 = 𝑦𝑇𝐴𝑥 1
< 𝑦, 𝑥 >𝐴=< 𝐴𝑦, 𝑥 >= 𝐴𝑦 𝑇𝑥 = 𝑦𝑇𝐴𝑇𝑥 (2)
De (1) y (2) 𝑨𝑻 = 𝑨

• < 𝛼𝑥, 𝑦 >𝐴=< 𝐴𝛼𝑥, 𝑦 >= 𝐴𝛼𝑥 𝑇𝑦 = (𝛼𝑥)𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝛼 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝛼 𝐴𝑥 𝑇𝑦 = 𝛼 < 𝑥, 𝑦 >𝐴

se cumple ∀𝐴
• < 𝑥 + 𝑧, 𝑦 >𝐴=< 𝐴(𝑥 + 𝑧), 𝑦 >= 𝐴(𝑥 + 𝑧) 𝑇𝑦 = (𝑥 + 𝑧)𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦+ 𝑧𝑇𝐴𝑇𝑦 =
< 𝐴𝑥, 𝑦 >+< 𝐴𝑧, 𝑦 >=< 𝑥, 𝑦 >𝐴+ < 𝑧, 𝑦 >𝐴 𝑠𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒∀𝐴
• < 𝑥, 𝑥 >𝐴=< 𝐴𝑥, 𝑥 >= 𝐴𝑥 𝑇𝑥 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥 = (𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥)𝑇 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0 ∀𝑥 ≠ 0
⟹ 𝐴 𝐞𝐬 𝐝𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐝𝐚 𝐩𝐨𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐚.



H) 𝐀 𝐞𝐬 𝐝𝐞𝐟𝐢𝐧𝐢𝐝𝐚 𝐩𝐨𝐬𝐢𝐭𝐢𝐯𝐚 (simétrica  y  si 𝒙 ≠ 𝟎 𝒙𝑻𝑨𝒙 > 𝟎) ⟹

𝐓) < 𝒙, 𝒚 >𝑨=< 𝑨𝒙, 𝒚 > 𝐝𝐞𝐟𝐢𝐧𝐞 𝐮𝐧 𝐩𝐫𝐨𝐝𝐮𝐜𝐭𝐨 𝐢𝐧𝐭𝐞𝐫𝐧𝐨

• < 𝑥, 𝑦 >𝐴=< 𝐴𝑥, 𝑦 >= 𝐴𝑥 𝑇𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦 𝑇 = 𝑦𝑇𝐴𝑥 = 𝑦𝑇𝐴𝑇𝑥 = 𝐴𝑦 𝑇𝑥

= 𝑦𝑇𝐴𝑇𝑥 = (𝐴𝑦)𝑇𝑥 =< 𝐴𝑦, 𝑥 >=< 𝑦, 𝑥 >𝐴 A es simétrica

• < 𝛼𝑥, 𝑦 >𝐴=< 𝐴𝛼𝑥, 𝑦 >= 𝐴𝛼𝑥 𝑇𝑦 = (𝛼𝑥)𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝛼 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝛼 𝐴𝑥 𝑇𝑦 = 𝛼 < 𝑥, 𝑦 >𝐴

se cumple∀𝐴
• < 𝑥 + 𝑧, 𝑦 >𝐴=< 𝐴(𝑥 + 𝑧), 𝑦 >= 𝐴(𝑥 + 𝑧) 𝑇𝑦 = (𝑥 + 𝑧)𝑇𝐴𝑇𝑦 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑦+ 𝑧𝑇𝐴𝑇𝑦 =

< 𝐴𝑥, 𝑦 >+< 𝐴𝑧, 𝑦 >=< 𝑥, 𝑦 >𝐴+ < 𝑧, 𝑦 >𝐴 𝑠𝑒 𝑐𝑢𝑚𝑝𝑙𝑒∀𝐴

• < 𝑥, 𝑥 >𝐴=< 𝐴𝑥, 𝑥 >= 𝐴𝑥 𝑇𝑥 = 𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥 = (𝑥𝑇𝐴𝑇𝑥)𝑇 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0 ∀𝑥 ≠ 0

A es definida positiva


