“.. Mama, la libertad siempre la llevards
Dentro del corazon

Te pueden corromper, te puedes olvidar
Pero ella siempre estd...”

Charly Garcia

Segunda Semana Guia 5- Curso 1.
Descomposicion en Valores Singulares D.V.S.

Sequimos trabajando en C* o R™ con el respectivo producto interno canonico.
Consideremos A € C™*".
Vamos a demostrar que para toda matriz A € C™*" se puede encontrar una factorizacion

relacionada con sus subespacios fundamentales ( Col(A), Fil(A), Nul(A) y Nul(AT) ).

Resultados previos:

» A*A = AT A € C™™ es una matriz hermitica, semidefinida positiva.

Es hermitica porque : (A*A)" = (ATA)T —ATAT = ATA
Es semidefinida positiva porque:
VaoeCro<||Az|]? = (Az)T(Ax) = 3T ATAx = 27 (AT A)x.

Por lo tanto (AT A) es una matriz hermitica que cumple con la definicién de

matriz semidefinida positiva en C**" |z7(ATA)x > 0|

= Recordemos que V A € C™" Nul(AT A)=Nul(A) y rg(ATA)=rg(A).
= Toda matriz hermitica cumple que:

a. Todos sus autovalores son reales.

b. Si v; y v, son autovectores de A, asociados respectivamente a los auto-
valores \; # Ay = v; L vy. (En criollo: A autovalores distintos, corres-
ponden autovectores ortogonales).

c. Toda matriz hermitica es diagonalizable.

A € C™"™ es hermitica < existe U € C"*™ unitaria tal que

A=UDU", D =diag()\1,...,\) € R™".

Esto es equivalente a decir que A es hermitica < existe una base ortonor-
mal de C" formada por autovectores de A.




Ya dijimos que la matrices simétricas en R"*" son un subconjunto de las matrices
hermiticas. En R™*" este teorema puede expresarse:

A € R™" es simétrica < existe P € R™*" ortogonal tal que

A= PDPT D =diag(\,...,\,) € R™™.

Esto es equivalente a decir que A es simétrica < existe una base ortonor-
mal de R” formada por autovectores de A.

» Como (AT A) es una matriz semidefinida positiva = ademds de ser diagonalizable (por
ser hermitica), todos sus autovalores son no negativos (por ser semidefinida positiva).

. —T
En o que sigue, vamos a ordenar los autovalores de A~ A de mayor a menor:
AL > Ao > >\, > 0.

Si rg(ATA)=k = A\gy1 = --- = A\, = 0 y los primeros autovalores son estrictamente
positivos.

Definiciénl

Valor singular: Si A € C™*™, se dice que ¢ es un valor singular de A si o = v/, con
X autovalor de A" A.

Por las observaciones anteriores, si rg(A)=Fk, podemos ordenar los valores singulares
de A de mayor a menor: oy > ...0, >0y opy; =+ =0, =0.




OBSERVACIONES

Siempre consideramos A € C™*" y rg(A)=k, 1 <k <n.

1. Como A" A es una matriz hermitica, existe una BON de C™ formada por autovectores
de A" A.
Como ya dijimos, rg(A):rg(zTA): k = A" A tiene exactamente k autovalores estric-
tamente positivos y los deméas son todos nulos.

. —T
Por lo tanto, existe un BON de C" formada por autovectoresde A” A, B = {vy, ..., Uk, Vkt1, - - -
asociados respectivamente a los autovalores \y > ... Ay >0y A\ =--- =X, =0.

2. Considerando la base B, para cada v; se cumple:

||AUZ||2 = A_UlT(AUZ) = ﬁiTATA Vi = ﬁzT(ATA) (e UiT)\i V; = )\i’UiT Vi = )\szzHQ = )\2
Entonces: ||Av;|| = VA = 0.

Los valores singulares de A nos dicen cudnto cambia la longitud de los autovectores al
ser multiplicados por la matriz A.

3. Considerando la base base B del item 1, { Avy, ... Avg} es una base ortogonal de Col(A).
Primero veamos que el conjunto {Avy, ... Av,} es un conjunto ortogonal:

(Auvi, Av)) = (Av;) (Av;) = 574" Av; = 777 (A" Aoy = 7 Nvy = \777v;.

0 sii#7.
(Avs, Avy) = { 7

Ai sii=7.
Entonces, Av; L Av; y como (Av;, Av;) = ||Av;||> = A; > 0, ninguno de estos vectores
es nulo, por lo cual el conjunto {Avy, ..., Avg} es un conjunto linealmente independien-

te formado por k vectores de Col(A)= {Avy,... Auvi} es una base ortogonal de Col(A).

Entonces, el conjunto i—ﬁl, . %} es una BON de Col(A).

4. En B, el conjunto {vgy1,...,v,} es una BON de Nul(A) y como (Nul(A))* =Fil(A)
= {v1,..., v} es una BON de Fil(A).



Entonces, V A € C™*" con rg(A)= k, al construir la base ortonormal de C",

— T :
B =A{v1,..., 0 Vks1,--.,U,}, formada por autovectores de A" A asociados a
AN > Z)\k>07)\k+1:"':)\n~

Hemos encontrado bases ortonormales de 3 de los 4 espacios fundamentales de la
matriz A:

{v1,...,vx} BON de Fil(A) en C™.
{Vk+1,...,v,} BON de Nul(A) en C".

{3+ %} BON de Col(4) en C™.

» Si formamos la matriz V' = [vy] ... |vg|vgs1] ... Jun), V' es una matriz unitaria y si cal-
culamos AV obtenemos:

AV = Alor] .. |ok|vksa| - - Jon] = [Ave] .. JAvg|Avgga] - - - | Aoy
AV = [A'Ul‘ ‘e |A'Uk‘0(cm| o ’O(Cm]



Definicion 2

Si A es una matriz en C™*" de rg(A)=k, una Descomposicién en Valores singu-
lares de A es una factorizacién :

A=USV"
con U y V matrices unitarias de C™*™ y C™*" respectivamente y
(o5} 0 600 0
D B 0 oo 0... O
O(m—k)xk | O(m—k)x (m—k) S
0 0 ce. Ok

o1 > --+ > o0 > 0 los valores singulares no nulos de A.

Por todo lo que vimos esta practicamente demostrado el

Teorema de Descomposiciéon en Valores Singulares.

Si A € C"™*™ existe una Descomposicién en Valores Singulares de A (D.V.S)

Demostracion:

Por lo que vimos sabemos que existe una base ortonormal de C" formada por autovec-
tores de ATA. Si rg(A)= k = AT A tiene k autovalores no nulos y positivos. Formamos

B ={v,..., v, V41, ..,0,} asociados respectivamente a los autovalores A\; > ... Ay >0y
Mer1 ==X, =0.
V =lvi|...|vg|vgst - .. |vy] es una matriz unitaria.
Avg Avy, . _ Ay _ Ay
Como {<*,..., ¥} BON de Col(4), lamamos : u; = %, ... u, = “2* y agregamos los
vectores necesarios para obtener una BON de C™, B = {uy. ..., g, Ugt1, ... Uy}

Entonces {ug1, ... Uy} es una BON de (Col(A))* = Nul(ZT).

U= [u]|...|ug|tugs1] ... uy) es una matriz unitaria.
Entonces:
AV = Alvy| ... |vg| vgs1] - - - |vn]
—_——

€Nul(A)
AV = [éz/)}/] | Avg |[Avgga] - . [Avy)
o1u1 ORUE
AV = [Ul'U,l‘ I |UkUk|0(Cm| e |O(Cm] - Can.

Vamos a escribir la matriz de la derecha como el producto de una matriz unitaria de
m X m por otra matriz de m X n, que sera la que cargue con los valores singulares.



[0 0 0 0 0
0 oo 0 0 0
0 0 0
AV:lul\U2|~~\Uk|uk+1|-'-Iuml 0 0 ... o O 0| =UX
13 0O 0 ... 0 0 0
00 0 0 0]
AV =U X

. I . —T
Despejamos A recordando que como V' es unitaria, su inversa es V* =V

AVV* =U XV*

A=USV =USV v

Si A € R™" las matrices U y V' son matrices ortogonales en R™*™ y R™*™ respecti-
vamente.




Ejemplo:

1. Sea A =

N DN W

2
3|, hallar una descomposicién en valores singulares de A.
2

Resolucién:

Con sélo ver A, ya sabemos que rg(A)= 2, pues tiene dos columnas linealmente inde-
pendientes.

Vamos a calcular la matriz V' de autovectores de AT A y los valores singulares de A.
Para eso calculamos autovalores y autovectores de AT A:

3 2
3 2 -2 17 8

TA —

AA—{Q 3 21 _; g _{8 171

A— 17 —8
PATA(A):‘< _é ()\_17)’:(A—17)2—82:0<:>|>\—17|:8<:)

SA—17T=80A—17T=-8=XA =25y A =0.

Buscamos sus autovectores:

‘Para)\:25:‘

8 -8
[—8 8] = 11 = Ty = Sh—g5 = gen{|[1 1]T} y Syeg = gen{[—1 1]T}

. . 1/vV2 —1/v2
1 1V =
Construimos la matriz ortogonal V' [ 1) V2 1 /Q

Los valores singulares de A son o7 = v/25 = 5y 03 = V9 = 3 Ya podemos construir
también la matriz 3 € R3*2,
(Recorda que las dimensiones de 3 son las mismas que las de A.)

5 0 5 0
En este caso X = |0 3|, donde Dy =
0 0 0 3

Ahora entonces s6lo nos queda construir la matriz ortogonal U.

Siguiendo con los pasos que hicimos para demostrar el teorema, sabemos que como
rango de A es 2, ya tenemos dos0 nulos. (En este ejemplo no hay autovalores nulos de

ATA)

3 2] o 5 7 7

Avy _ 1 _ 11 _ 1 1 _ 1
m=5r=35| 23 [f]—gﬁ ol =350 || T vE|Y

2 2| Lv2 0 0



) 3 2 _% 1 —1 @

_ Avgy __ 2| — N

U2 0—2—— 2 3 1 —Wi == 3\@\/
-2 2 V2 4 ﬁi

Para construir la matriz ortogonal U, necesitamos encontrar un vector unitario orto-
gonal a u; y us.

1 -1 4 2
Podemos calcular el producto vectorial : | 1| X 1| =|-4| =2|-2].
0 4 2 1

QO 00 DWW 1N

Ahora buscamos un versor con esta direccion, por ejemplo elegimos ug =

Ahora entonces, ya tenemos la DVS de A:

|H
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[}

=UXVT =

—~
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0 0

—1/v2 1/V2
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Comentario: En la Descomposicién hallada en (1), podemos encontrar una forma mas
compacta todavia:

A:

de A.

3 2

225 0] [ 1/v2 1/V2
_ | L _1 .
_g ;) = \/6 3\4/5 [0 3] {_1/\/5 1/\/5 . Esta es la llamada DVS reducida
3v2 | S~ ~~ o
~—_——— D2 v,r
Uz



Definicién 3




Seudo inversa de Moore Penrose y relacion con el problema de cuadrados
minimos

Definicién 4

SiAe C™" conrg(A)=ky A= UkaVkT, la DVS reducida de A, se llama seudo
inversa de Moore Penrose de A a la matriz AT = VlezlmT.

Propiedades de la seudo inversa de Moore Penrose.

1. AAY = Uka(VkTVk)D,ZImT = UkaIkD,zlmT = Uka = Pooi(a) (matriz de proyec-
cién sobre el subespacio col(A).)

2. ATA = VkD,;l(U_kTUk)DkaT = VkaT = Ppia) (matriz de proyeccion sobre el subes-
pacio Fil(A).)

3. Entonces, si queremos resolver el sistema AX = b por cuadrados minimos, estamos
buscando /A% = Pooya)(b).

Busco /A% = AATb = una solucién particular de esta ecuacién es x7 = Ab y si tene-
mos una solucion particular sabemos que todas las soluciones del problema de cuadra-
dos minimos de Az = b pueden escribirse en la forma: & = 27 + xy; con zy € Nul(A).

Ahora bien A'b = ViD'Uy b= Vi (D;'T; b) € Fil(A)
~ ——
BON de Fil(A) kx1

Entonces, toda solucién del problema de cuadrados minimos puede escribirse :
A -'- .
T= x :
+xy; con xy € Nul(A)
EFil(A)

Como Fil(A) = (Nul(A))* = por el Teorema de Pitdgoras ||2||> = ||z||? + ||zx||?, con
zy € Nul(A).

l|zT|] < ||2|] V & solucién del problema de minimos cuadrados.

2T = A'b es la solucién de minima norma del problema de cuadrados minimos de Az = b .




Ejemplos:

1. Hallar la seudo inversa de Moore Penrose de A:

Resolucién:
Ya obtuvimos la DVS reducida de A:

11
a0l e e
- T2 o320 3| |[—1/v2 1/V2
_2 2 O P N /
32 ~~
—_————— D2 12
Ua
1 1
AT:P/ﬂ —1//2 {1/5 0] Ve 40
Yv2 VAL 0 1B | 5s 5 o
V2 Dyt ur
3 25
2.DadaA=| 2 3 5
-2 20
a) Hallar la solucién por minimos cuadrados de norma minima del problema Az = b,
1
con b= |1
1
b) Hallar todas las soluciones del problema de minimops cuadrados de Az = b, con
1
b= |1
1
Resolucién:

a) Buscamos la seudo inversa de Moore Penrose de A.Para eso necesitamos su DVS
reducida:

3 2 =2 3 25 17 8 25
ATA=12 3 2 2 3 5| =18 17 25
55 0]1-2 20 25 25 90



Calculamos el polinomio caracteristico:

(A —17) —8 —25|  |(A—9)
Para(N) = -8 (A—17) —25| = -8
—25 —25 (A —50) —25
(A —9) 0 0 )
Para(N) = —8 (A —25) —25| = (A —9) (A=
—25 —50 (A — 50)

(=A+9) 0
(A—17) —25
—25 (A —50)
25) —25
—50 (A —50)

Para(d) = (A — 9){(\ — 25)(\ — 50) — 25.50}

Pyra(A) = (A= 9N = T75)
Los autovalores de ATA son A\ =75, \a =9y A3 =0.

Calculamos los autoespacios:

1
Sh=rs = gen{ [1 } , Sxa—g = gen { {
2

Ya podemos construir V5 y Ds:

1
1 , S
0

()

11
v
V2=Zg—7§
2 0
75 0
D= [ 3
Buscamos Us:
1
N I 1 S U U 1 4 U O W < B I
ul__ — | = —— — e — e
VIS |Z9 2 g ﬁ VIBVE | g 9 o] [2]  V2V25 || V2o
6
[ 325 ?5 . 325 1 . 1
== 2 35| |-Ll=—o1| 23 5| |-1|=—2]-1].
V2
3122 2 0 ol 3v2 |2 2 ol | o] 3V2 |4



1 1
e
AT =Dy 'Uf = |5 3
Z 0

V6
= ATp
_3
4 L >
VCHRVC e Wy [ ol |1 .
x=Alb =175 —5 Lﬁ 4 YO _al =6
2 0 34 [ V6 NG vel |1
V6 1
15

b) Para hallar todas las soluciones del problema de minimos cuadrados, basta con
recordar que todas las soluciones pueden escribirse como:

& =a" + 25 con zy € Nul(A).

De la DVS reducida ya calculada, sabemoa que Nul(A)= gen 1
-1

El conjunto de todas las soluciones del problema de minimos cuadrados es:




