Algebra II (Primer cuatrimestre, 2021)
Guia DE TRABAJOS PRACTICOS N4

[En construccién]

Cuando podemos trasladar un problema prdctico al lenguaje de la matemdtica,

podemos, al mismo tiempo, “abstraernos” de las caracteristicas secundarias del
problema y, haciendo uso de férmulas y teoremas generales, obtener resultados
precisos. De este modo la abstraccion de la matemdtica constituye su potencia;

esta abstraccion es una necesidad practica.

A. N. KOLMOGOROV



PRELIMINARES

En todo lo que sigue

1. KesR6C.

2. K" es el K-espacio euclideo canénico y || - || designa su norma inducida.

3. Si (zr)ren es una sucesién de vectores en K® y x € K", decimos que x
tiende a x, cuando

lim ||z — x| = 0.

k— o0
En tal caso z se llama el limite de la sucesidn (xg)ken v se denota por
lim z;, = x.
k—oo

4. () : K" x K"*"™ — K designa el producto interno canénico en K™*" defi-
nido por (A4, B) :=tr(B*A) y || A||r := /(4, A) designa su norma inducida,
llamada la norma de Frobenius.

5. Si (Ag)ren es una sucesién de matrices en K"*" y A € K"*"  decimos que
Ay tiende a A, cuando

lim ||Ax — A||F = 0.
k— o0
En tal caso A se llama el limite de la sucesion (Ax)ren y se denota por
k—o0
DEFINICIONES
Sea A € K"*™,

1. A € K se llama un autovalor de A, cuando existe un vector no nulo z € K"
tal que Ax = Az. En tal caso, el vector x se llama un autovector de A
correspondiente al autovalor .

2. El conjunto de todos los autovalores de A se llama el espectro de A, y se lo
denota mediante o(A).

3. Si A € 0(A), el subespacio Sy := nul(A — AI) se llama el autoespacio corres-
pondiente a \. La dimensién de Sy se llama la multiplicidad geométrica de A
y la se denotaremos mediante pi(\).

4. El polinomio x4(z) = det(A — «I) se denomina el polinomio caracteristico
de A. Nétese que 0(A) = {A € K: xa(\) = 0}.

5. La multiplicidad algebraica de A € o(A) es su multiplicidad como raiz del
polinomio caracteristico de A y la designaremos mediante m(\):

m(A) =méx {k € N: ya(z) = (z — N¥q(x), con g e Klz]} .

6. Si B € K" " decimos que A es semejante a B cuando existe una matriz
inversible P € K"*" tal que A = PBP~!.

7. Decimos que A es diagonalizable cuando A es semejante a una matriz dia-

gonal.



8. Dados A1, Mg, ..., A\, € K, utilizaremos la notacién A = diag(A1, Aa,..., \p)
para designar a la matriz diagonal

A1
A2
A= _ e Km*"
An
9. Dadas p matrices A4; € K"*™ con n; + ng + --- + n, = n, utilizaremos
la notacién A = diag(A1, As, ..., A,) para designar a la matriz diagonal en
bloques
Ay
Az
A — ) E Knxn.
Ap

ALGUNAS PROPIEDADES

Matrices diagonalizables.

1. Sea A € K™*". Las siguientes proposiciones son equivalentes:
a) A es diagonalizable.
b) Existe una base K™ compuesta por autovectores de A.
c)
K*= @5 nul(A-AI).

A€o (A)
d)
xa(z) = H (z — )\)M(x\).
A€o (A)

2. Si A € K" " es diagonalizable y B = {v1,v2,...,v,} es una base de
K™ compuesta por autovectores de A correspondientes a los autovalores
A1, A2, ..., Ay, respectivamente, entonces para todo k£ € N vale que

n n
k k
A chvj :ch)\jvj,
j=1 j=1
donde ¢y, co,...,c, € K.

Teorema espectral.

Sea A € K™*™ una matriz con espectro o(A) = {1, A2, ..., Aq}. A es diagonali-
zable si y sélo si existen matrices G, Ga, ..., G4 € K"*™ tales que

(1) A:/\1G1+)\2G2+"'+)\k0q,
donde las G; tienen las siguientes propiedades
= G es la proyeccién sobre nul(A — A;I) en la direccién de col(A — A\ T).

- GiG’j:Oparai;éj.
- G1+G2+"'+Gq:I.



El desarrollo (1) se denomina la descomposicion espectral de A, y las G; se llaman
los proyecciones espectrales asociadas.

Forma canodnica de Jordan.

Dada A € C™*", existe una matriz inversible P € C™*" tal que A = PJP~!,
donde J € C™"*™ estd en la forma candnica de Jordan. Esto significa que J es una
matriz diagonal en bloques, con J = diag (Jp, (A1), Jny(A2), .-+, Jn, (Ap)) ¥

Ao 1 0

Jnl()\z): - K c X
o
0 Ai

J es tnica salvo permutaciones de sus bloques diagonales. Las matrices Jp, (\;) se
llaman bloques de Jordan con autovalor \; de indice n;. Nétese que la cantidad de
bloques de Jordan coincide con la méxima cantidad de autovectores linealmente
independientes que posee A.

Para una demostracién de este Teorema puede consultarse el libro de Meyer,
Matriz Analysis and Applied Linear Algebra.
Semejanza de matrices.

Dos matrices son semejantes si y solamente si tienen la misma forma candnica
de Jordan.



EJERCICIOS

1. En cada uno de los siguientes casos, hallar el polinomio caracteristico de la matriz
A € R?*3, analizar si la misma es diagonalizable, y en caso de serlo hallar una matriz
inversible P € R3*3 y una matriz diagonal A € R3*3 tales que A = PAP~%:

4 -3 -3 -3 1 -3
A=|0 -1 0|, A=|20 3 10
6 6 5 2 -2 4

2. Sea A € R?**? que tiene autovalores A\; = 0, Ay = 2, A3 = 5 con autovectores
asociados
T T T
vp=[1 1 -1] ] ]

L w=[2 2 -1, u=[1 2 -1

)

respectivamente.

(a) Hallar una base de nul(A4) y una base de col(A).

(b) Hallar una solucién particular de la ecuacién Az = vs + vs.
(c) Hallar todas las soluciones de la ecuacién Az = vy + v3

(d) Explicar por qué la ecuacién Az = v no tiene solucién.

@: Si se halla la expresion de A, el ejercicio se auto-destruye y no sirve para
nada.

3. Hallar una matriz A € R*** tal que
T T
nul(A—3I):gen{[1 0 -1 0,0 1 0 —1] }7
mi(A =50 =gen{[1 0 1 0" o 1 0 1J"}.

. Es tnica? Si la respuesta es negativa, hallar otra. Si la respuesta es afirmativa,
explicar por qué.

4. Sea A € R3*3 la matriz dependiente de los pardmetros reales a, b, ¢ definida
por:

(a) Hallar los valores de a, b, c € R tales que xa(z) = det(A —zI) = 92 — 3. ;A es
diagonalizable? Si la respuesta es afirmativa, hallar una matriz inversible P € R3*3
y una matriz diagonal A € R3*3 tales que A = PAP~1L.

(b) Para ¢ = 0, hallar y graficar el conjunto de todas las parejas a,b € R tales que
A es diagonalizable.




5. Sea

1 16 -1 30
A= ' -8 14 12
8 4 24

(a) Hallar y graficar el conjunto de todos los ag € R tales que la matriz A + agl es
inversible.

(b) Hallar y graficar el conjunto de todas las parejas ag, a1 € R tales que la matrix
A% + a1 A + apl es inversible.

6. Hallar una matriz A € R?*2 que posea las siguientes propiedades:

(a) A2 — 34427 — [3 3}.

33
(b) A% — 34 4+ 2T — [g g] v det(A) = —1.

(c) A2 —3A 42T = [g g} v tr(A) = 6.

(5. Nétese que si A € C"*™ y p € Cplx] \ gen{l}, entonces
o(p(4)) ={p(\) : A€ a(A)}.

7. Dos especies comparten el mismo ecosistema. La primera, la presa, se multi-
plicaria indefinidamente si estuviera sola. La segunda, la depredadora, se alimenta
de la presa, por lo que si se quedara sola se extinguiria por falta de alimentos. La
evolucién de la cantidad de individuos de las dos especies x,,, ¥, se puede modelar
por un sistema de ecuaciones en diferencias,

Tny1 = (14 35) @n — pyn  (ecuacion de evolucién de la presa),
Ynt1 = %

Zn+ (1= §5) ¥n (ecuacion de evolucién de la depredadora),

donde p > 0, que se denomina el pardmetro de predacion.

(a) Notar que en la primera ecuacién, el coeficiente 1+ 1—20 significa que en ausencia
de la segunda (i.e., y, = 0), la primera especie crece a una tasa del 20 % por unidad
de tiempo; mientras que el coeficiente —p significa que la presencia de la segunda
(i.e., yn > 0) contribuye negativamente al crecimiento de la primera.

(b) Notar que en la segunda ecuacidn, el coeficiente 1 — % significa que en ausencia
de la primera (i.e. z, = 0), la segunda especie se extingue a una tasa del 40%
por unidad de tiempo; mientras que el coeficiente % significa que la presencia de
la primera (i.e., z,, > 0) contribuye al crecimiento de la segunda: cada pareja de
individuos de la primera contribuye a la existencia de un nuevo individuo de la
segunda en el siguiente ciclo.
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(c) Notar que para cada n € N vale que
Tn| |12 —p " To
yn| 105 0.6] |yo|’
donde [xo yo] representa las cantidades iniciales de individuos de las dos especies.

(d) Hallar los valores de p para los cuales la matriz del sistema resulta diagonali-
zable.

(e) Para cada p € {0.175,0.16,0.1} analizar el comportamiento a largo plazo de las
dos especies.

8. Sea A € R3*3 definida por

0.7 02 0.1
A= 103 05 0.2
02 04 04

(a) Hallar el espectro de A y comprobar que A es diagonalizable.

(b) Usando la descomposicién espectral de A comprobar que existe M € R} tal
que

1A — Gillp < M (“ﬁ) ,

10

donde G es la matriz de la proyeccién sobre nul(A—1T) en la direccién de col(A—1T).
Utilizar este resultado para concluir que

lim A" = G,.
n—o0
9. Sea A € R3*3 definida por
1 7 6 6
A= 3 -2 0 -2
-1 -2 0
(a) Comprobar que
ATL
tim 147E
n—oo

y concluir que no existe lim A".
n—oo

(b) Comprobar que el conjunto {x eR?: ka Aty = O} es un subespacio de R?
—00

y hallar una base del mismo.
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(c) Comprobar que el conjunto S = {x € R? : existe ka A”x} es un subespacio
— 00

de R? y hallar una base del mismo.

(d) Comprobar que [0 -2 Z]T € {kh’m Atz i x € S} v hallar todas las solucio-
— 00
nes de la ecuacién lim A"z = [() -2 Q}T.
k— o0

10. Hallar la forma de Jordan de las siguientes matrices:

1 6 8 6 1 9 2 3 1 9 6 7
A1=Z -5 22 9’A2:Z 1 10 3’A3:i 1 10 3
4 —-12 0 -1 -2 5 -1 -2 5

11. @ Determinar cudles de las siguientes parejas de matrices A; y Ao son seme-
jantes, y en caso de serlo hallar B inversible tal que A; = BA,B~:

6 8 6 (18 —13 —57
(@) Ay =1|-5 22 9|, A=1-2 13 9
|4 -12 0] |2 -3 -3
[5 6 3] 6 —5 4
(b) Ay =7|-6 10 6|, A=11(8 22 -—12].
|5 -10 3] 6 9 0

12. Comprobar que las siguientes matrices son semejantes

2 3 -1 3 6 —5
A0_|:_3 2:|aA1_|:_6 5:|aA2_|:5 _2:|a

y hallar matrices inversibles By, By € R%2*2 tales que

A1 = BleBl_l y A2 = B2A0B2_1.

13. Para cada una de las siguientes matrices A € R?*2, hallar un conjunto
fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY’, resolver el problema de valores
iniciales

Y' =AY

Y(0)=Yo

y analizar su comportamiento asintético:

@a=[y 3 wma=lp 3 ea-fp
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14. Sea A € R3*3 la matriz definida por
01 0
A=10 0 1
0 3 0

(a) Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY.

(b) Resolver el problema de valores iniciales
Y' =AY
Y(0)=Y,

y analizar su comportamiento asintético.

15. Para cada una de las siguientes matrices A € R3*3, hallar un conjunto funda-
mental de soluciones del sistema Y/ = AY'.
3 00 310 3 00
(a) A=|1 3 0|, (b)) A=1]0 3 0|, (¢c) A=|1 3 0
01 3 0 0 3 0 0 2

16. Sea A € R3*3 la matriz definida por

1 25 —-14 -4
A= s -2 4 14
-10 2 25

(a) Hallar un conjunto fundamental de soluciones del sistema Y’ = AY.

(b) Resolver el problema de valores iniciales

{ Yo

y analizar su comportamiento asintético.

17. @ Hallar todas las soluciones Y € C*°(R,R?) del sistema

, 6 =5
vt

18. Hallar todas las soluciones Y € C*°(R,R?) del sistema

1 4 3
Y'=13 -2 7|Y
7T —4 5

y determinar para qué valores iniciales Y (0) € R3 la norma de Y (¢) es acotada para
t — +o0.



