"...No veo television ni las
revistas

No veo ya nada que no
pueda ser

Por eso yo no voy en tren,
voy en avion....”

Charly Garcia
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TEOREMA DE PITAGORAS

uLv=[u+ol* = [ull*+ |v]?

U+ v
v
u []
1 2 3 4



Teorema de Pitagoras

Si V es un K-espacio vectorial con Producto Interno, se cumple:

uLv=flut v = flul 4 [lv]?

Demostracidn:
ulve(uv)y=0

lu+v[? = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v, V)
= Jull® + (u,v) + (v, u) +[lv|]?
— ——

=0 (u,v)=0

e+ vl =l VI



Observaciones:
> El reciproco del teorema de Pitdgoras sélo es valido si V es un
R- espacio vectorial.

Si para un par de vectores se cumple:

lu+ v = Jlul® +|Iv]]* =

Si V es un R-espacio
vectorial,(u,v) e R= (u,v) =0=u L v



Si V es un C-espacio vectorial, la Gnica implicacién es que
Re({u,v)) = 0y esto no significa que los vectores sean
ortogonales, sélo implica que el producto interno entre los dos
vectores es un complejo de la forma z = bi.

Como contraejemplo inmediato: Tomemos en C” el P.l. canénico,
(x,y) =y*x=y"x.Six=(10)" ey =(3i 1)7, entonces:

.x Ly, pero:
||x+y||2 =143 DTP=1+3i2P+12=14+9+1=11
x> =1, y llyl>=9+1=10.
Entonces [[x +y||> = [[x[I> + Iy y x L y.



Descomposicién Ortogonal
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Yu,v € V,v # Oy, si tomamos ¢ = <”L"/“‘/2) y w

se cumple:

u=cv+wconw L u




En todo todo lo que sigue, siempre que hablamos de V, estamos
hablando de V — K espacio vectorial con P.I.

Definicién: Se dice que {vi,vs,..., v} C V es un conjunto
ortogonal, si (v;,v;)) =0V i # j.

Aclaracién: Todo conjunto con un sélo elemento, {v;} se
considera ortogonal.

Definicién: Se dice que {vi,vs,..., vk} C V es un conjunto
ortonormal, si (v;,v;,) =0V i#jy |[vi|*> =1,
Vi=1,... k.




Observacién

» Si{v1,va,..., vk} es un conjunto ortogonal que no
contiene al vector nulo = {vi,vs,..., v} es l.i.



Definicién:

Sea V un K-espacio vectorial con producto interno. Se dice
que B = {vi,vs,...,v,} es una base ortogonal de V si es
una base de V y es un conjunto ortogonal.

((viv ) = OV # 1)

Definicién:

Sea V un K-espacio vectorial con producto interno. Se dice
que B ={v1,va,...,v,} es una base ortonormal de V si es
una base de V y es un conjunto ortonormal.

Osiiz#j

O sea, (vj,vj) = Leiie




Descomposiciéon con respecto a una base ortonormal

Sea B = {vi,v,... vy} es una base ortogonal de V, si u € V
U= MA1vi + Aavo + - - - + ApVp, aplicando el teorema de Pitdgoras
sucesivamente en los n términos y usando el hecho de que la base
es un conjunto ortonormal obtenemos:

ull? = M + Ao+ 4 A2

Pero el resultado es mds "sabroso” todavia, porque los escalares, o
sea las coordenadas de cualquier vector con respecto a una base
ortonormal quedan explicitamente determinados por el vector u 'y
su p.i. con respecto a los vectores de la base ortonormal.

u, Vi>

Si B = {wvi,v,...,vp} es una base ortonormal
u=(u,vi) vi + (u,v2) va + -+ (U, vp) vp

lull? = [ {u, va) 2+ [ uy vo) P+ -+ [ {u, va) 2




Complemento ortogonal

Definicién:

Si AC V,A # (), se llama complemento ortogonal de A
al conjunto A+ = {w € V: (w,v) =0Vv € A}, el conjunto
formado por todos los vectores de V que son ortogonales a
cada elemento de A.




AL es un subespacio de V, VA C V.
Es inmediato, pues:

a Oy € At pues (Oy,v) v € V, en particular entonces
<0v, V> veA
b si wy y w, son elementos de A+
(wy 4+ wa,v) = (wy,v) + (wa,v) =04+0=0
c Tarea para el hogar
{0y}+ = V. Sabemos que V (.,.) se cumple que
(Oy,v) =0Vv eV =vec{oy}tVweV={V={0y}
V4 = {0y}, puessive Vi = (v,u) =0YueVen
particular (v,v) =0 = v =0y = V+ = {0y }.
Si Sy T son subconjuntos de V, SC T = T+ C St Pues
sive T+ = (v,v¢)) =0V vt € T como S C T en particular,
(v,vs) =0Vvs €S =veSt=TtCSst
Si S CV es un subespacio = SN St = {0y}. Pues si
VGSQSJ‘,<V,V>=0:>VZOV:>5ﬂ5J‘:{Ov}



Complemento ortogonal de un subespacio de dimension
finita.



Proyeccién Ortogonal
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Proyeccién Ortogonal

Sea S C V un subespacio de Vy v € V, se dice que v/ es la
proyeccion ortogonal de v sobre S si:

1. v €Ss.
2. v—v e St

Notacién: Se escribe Ps(v) = v/




Dos observaciones importantes

a ‘Si existe, Ps(v) es ﬂnica‘

b Para todo v € V, Ps(v) es el punto de S mas cercano a v:
d(v, Ps(v)) <d(v,vs) ¥ vs € S.|




M3as observaciones

Si existe, Ps(v) Vv eV:

» v — Ps(v) = Psi(v), Vv e V.
Basta con probar que cumple las condiciones de la definicién
de proyeccién ortogonal:

1. (v — Ps(v)) € S*, por la definicién de Ps(v)
2. v—((v—="Ps(v)) = Ps(v) € S, por lo tanto
v—((v— Ps(v)) € (§1)* pues es ortogonal a todos los
elementos de S+
Entonces v — Ps(v) cumple con la definicién de proyeccién
ortogonal sobre S*. Luego Pg1(v) = v — Ps(v)
» v=Ps(v)+ Psi(v) Vv e V.
» V=5S@ St Ademss, si V es de dimensién finita (St)+ =S

»SiveVyv=vs+vgLconvs€Syvg €St
vs = Ps(v) y vsi = Pgsi(v) (Tarea: ver que vs y vg1
cumplen con la definicién de proy. ortogonal sobre Sy S+
respectivamente.)



Otras Propiedades Importantes

a Ps(v)=v<=vesS.
Si Ps(v)=v=veS.Sives, cumple la definicién de
proyeccién ortogonal:iv € Sy v —v =0y € St = Ps(v) = v

b Ps(v) =0y <= v € St. (Tarea)

¢ Ps(Av+w) = APs(v)+ Ps(w), Vv,w e VyV X € K.

].) /\Ps(v) + Ps(W) esSv
2)Av +w — (APs(v) + Ps(w)) =
= Av — Ps(v)) + (w — Ps(w)) € S*.v
Por lo tanto, Ps(Av + w) = APs(v) + Ps(w)
d Lo anterior demuestra que, Ps : V — V es t.I. y ademds por a. y
b. Im(P5) = S, Nu(Ps) = SJ‘.

e Ps(Ps(V)) = Ps(v) YVvev




Férmula de la proyeccién ortogonal.

Sea S un subespacioen V, v € V,y Bs = {v1,va,..., v}
una base ortogonal de S:

(v, v1) (v, v2) (v, vi)
P _
SV = TR T w2 e

PS(V) €eS= Ps(v) = Mvitlowvt A v, N €K =1, .. .,k.(l)

v—Ps(v) €St <= v—Ps(v) Lv,Vi=1,... k(2



Reemplazando (1) en (2), obtenemos que:

<V—()\1V1+/\2V2—|—"'+)\kvk),v,'>ZO\V’I':].,...,/(.
<V,V,'>—<)\1V1—|-A2V2—|----—|-Akvk,v,'>:OViZI,...,k.
<v,v;>:<>\1v1+)\2v2+---+)\kvk,v,-> Vi=1,..., k.

Como {v1,v,..., vk} es un conjunto ortogonal:

(vyviy = Xi{vi,vi) Yi=1,... k.

Ademis (v;,v;) = ||vi||> # 0 pues v; # Oy Vi = 1,..., k porque
forman parte de una base .

i= <HV’ ‘\T2> y reemplazando en (1):
Vi
(v, v1) (v, v2) (v, Vi)
)=l a2 !

[vl?



1. Ya tenemos una férmula para encontrar la proyeccién
ortogonal si tenemos una base ortogonal del subespacio.
Queda la pregunta ; siempre podré encontar una base
ortogonal 7 El procedimiento de Gram Scmidt, que vamos a
presentar en la préxima reunién nos asegura que ‘para todo
espacio de dimensién finita puedo encontrar una base
ortogonal. Entonces, cuando el subespacio sobre el que
proyectamos es de dimensién finita, siempre vas a poder
calcular la proyeccién ortogonal.

2. Para un subespacio de dimensién 2 ya conocemos una manera
de construir una base ortogonal, a través de la férmula de
descomposicién ortogonal que probamos al inicio de este
episodio.



Ejemplos.

» Sea S € R3 con el P.I. candnico,
5= {(Xl X2 X3)T S R3/X1 —Xp 4+ 2x3 = 0}, se pide:

a Hallar S+.

b Hallar una base ortogonal de S.

c Encuentre Ps((123)7)

d Encuentre Ps((x1x2x3)7) V (xixox3)T € R3.

Resolucion:

a Para encontrar S+, miremos la condicién de S:
x1—x2+x3=0% ((1-12)7,(x1 x2 x3)7) = 0. Entonces
S=(gen{(1-12)"})*t = St =gen{(1—12)7} Por lo
tanto proponemos Bs: = {(1—-12)7}

b Para hallar una base ortogonal de S, busquemos los
generadores de S.
(rxoxs)Te€Sex—x+23=0&x =x — 2x3.
(x10x3)T = (0 —2x3 0 x3)T = x(110)7 +x3(=201)"



Entonces: S =gen{(110)7,(-201)7}
Estos vectores no son ortogonales, pero justamente en el comienzo
de nuestra episodio hemos demostrado que si L<I y>v eran dos

u,v

vectores cualesquiera (v # Oy), tomando ¢ = Tz obteniamos

<H“v’v2> v, de manera tal que w L v y cv, ahora

que hemos definido proyeccién ortogonal, sabemos que es la
proyeccién ortogonal de u sobre el subespacio gen{v} .
Entonces, llamando u = (110)" y v =(-201)", obtenemos:

wW=UuUu—cv=u-—

1\ @ron20nn) (A () 2 (7]
w=|1]- 5 0)=11]- 0

0 H[(*2 0 1) H 1 0 5 1

3 -2 1
w = | 1| = una base ortogonal de S es Bs = 0], 15

2 1 2

5



¢ Nos piden encontrar Ps((123)7).Como dim(S+)=1y
Ps(v) = v — Ps.(y), calculamos primero Ps.((123)") con la
férmula de proyeccién ortogonal:

1
P (123)7) = ((123)7,(1 —12)7) B

It 1=12)7T|]2
5 1
Psi((123))==|-1] =
6
2
1
6
1 5 1
Ps((123)) =2 ) -¢c|-1|= 1
3 2
4
3
X1
d Para encontrar Ps X0 podemos repetir la estrategia ya
X3

utilizada. Calculamos en primer lugar la proyeccién sobre S*:



x1 X2 x3) " _ T
Ps (1 52 x5)T) = L0 ||i f)_i(lz)rnlf) )

X1 — X2 + 2x;
Ps.((x1 x2 @)U:M B

6
X1
T (x1 — x2 + 2x3)
Ps(ba e xa)T) = | 3o | - 0=
X3
Obtenemos:
Sx14x0—2x3 5 1 -1
6 2 1 4
= X1+5x04-2x: . 1 5 1
Ps((axex3)')=| 22822 | = 5 3 3
=2x14+2x04+2x3 1 1.1
= R

X2

X3



Donde

[Ps]E =

[o)1[¢)]

o=

[y

[e)[&] =

Wl

W=

Wl



MATRIZ DE PROYECCION ORTOGONAL EN C”

Supongamos que buscamos la proyeccién ortogonal sobre un
subespacio S en C" o R” con respecto al producto interno
candnico. Podemos trabajar directamente en C” y mirar el caso de
R” como un caso particular.

Recordemos que el producto interno canénico en C” esta definido
por : (x,y) =y x.

En R™ (x,y) = yTx.

Si Bs = {v1 ...,, vk} es una base ortogonal de S C C”, aplicando
la férmula tenemos:

(v, v1) (v, ) (v, vi)
P —
SV = T T 2t e

Esto es una combinacién lineal de vectores columna, puedo
escribirlo como un producto matricial:



i
[[vall
—T
2y v ]| Tt
I

[vall

Ps(v)

T
(vl
wT

[vall

1% 1% V i
Ps(v) = ||| o |
[l Tivall ™ Tl




Entonces, encontramos una matriz Ps = Q@T que cumple

Psv = proys(v). Donde Q es una matriz que tiene como columnas
una BON de S. Esta matriz Ps es la matriz de la proyeccién
ortogonal sobre S con respecto a la base candnica, pues cumple
Ps[x]® = [proys(x)]*

Si buscaramos, dado S un subespacio en C", una matriz que
cumpla Px = proys(x) esa matriz debe cumplir:

» Px = proys(x) € SVx € C" = |Col(P) C S|y ademas se

cumple que si

veS=Pv=v=veCol(P)=|S CCol(P)|
Por lo tanto, | Col(P) = S| (a)

» Ademds se debe cumplir que x — Px € S+.
Luego, Vx,y € C" se cumple: x — Px L Py:
WT(X —Px)=0& yTﬁTx - yTﬁTPx =0Vx,y e C".
yT(PT —P P)x=0=P —P P =0cm



B

P =P'P (1). si conjugo y transpongo m. a m:
=T =7

P =P P

P=P P (2

Pero entonces, por (1) y (2):

P=P.

» Ademas como
PXZVESVXE(C”:>P2X:PVZV:>
Entonces, toda matriz que cumpla Px = proys(x) debe

cumplir:
P=P.
P?2=p

Por esto se define:



Definicién: Se dice que una matriz P € C"™" o P € R"*"es
una matriz de proyeccién ortogonal, si cumple:

—T L. a0 an.g
» P=P (Osea, P hermitica en C"*" o simétrica en
RHXH).

» P2 = P (P idempotente).

Observaciones:

a Si P es una matriz de proyeccién ortogonal, proyecta sobre el
subespacio S = Col(P).

b La matriz de proyeccién ortogonal Ps es (nica pero la matriz @
no, pues no hay una tnica base ortogonal de S.



DISTANCIA DE UN PUNTO A UN CONJUNTO

Definicién: Si P e Vy ACV, A # () la distancia de P al
conjunto A es
dist(P, A) = min{dist(P, va), va € A}.




X~ Ps(X) €S

» Si X € VyS CV es un subespacio de V, entonces por
lo ya estudiado en proyeccidn ortogonal,
dist(X, S) = min{dist(X, vs),vs € S} =
dist(X, Ps(X)) = [[X = Ps(X)| = [[Ps (X)]|




Problema de minimos cuadrados
Planteo del problema

Empecemos por plantear el problema en K" y después
generalizamos. Recordemos que en general en K", el P.l. candnico
es (x,y) = y*x=yTx

Sabemos que si y b € K™ el sistema AX = b es
compatible si y sélo si

b € Col(A).

Entonces, si b ¢ Col(A), podemos intentar encontrar X € K" tal
que dist(AX, b) sea "la menor posible”.

Por lo visto entonces, la menor distancia la alcanzaremos cuando
AR = Pcoy(a)(b)

Vamos a buscar un vector X tal que AX = Pc,y(4)(b), entonces A%
tienen que cumplir las dos condiciones de proyeccién ortogonal:

» A% € Col(A). Esto se cumple VX € K".
» b— A% € Col(A)*

Analicemos la segunda condicién, que serd la que determine a X:



b— AR € Col(A)L <= (b— AR, Colg(A)) =0Vk =1,...,n.
Entonces obtenemos en principio n ecuaciones:

Coli(A) (b—AR) =0

Coh(A) (b—AR) =0
:

Coln(A) (b — A%) =0

Estas n ecuaciones se pueden expresar como un producto matricial:

AT (b—A%) = Og» <= |A' A% =Ab| ECUACIONES NORMALES.

Si estamos trabajando en R” los signos de conjugacién no son
necesarios.
Formalicemos:



Definicion : Dada A € K™*" y b € K™, se dice que X es la
solucion por minimos cuadrados de Ax = b si AX realiza
la minima distancia a b, o sea

dist(Ax, b) < dist(Ax, b) <= AX = Pcoy(a)(b).

Se llama error cuadratico medio a la diferencia:
ECM=|b — A>A<||2




Observaciones:

» El problema de minimos cuadrados siempre tiene solucion.

> Nul(AT A) = Nul(A)

~ rg(ATA) = rg(A)

» Por lo anterior el problema de minimos cuadrados tiene
solucién tnica
<= rg(ATA) = rg(A) = n, se dice que A tiene rango
columna maximo.

> Si A es de rango columna maximo,
ATAR =ATh <= £ =(ATA)1ATH

Definicién: Si A € K™*", rg(A) = n, se llama seudoinversa

de A a Ig matriz_
A# = (ATA)_lAT




Propiedades:
» AFA=(ATA)TATA= (ATAYATA) = I,
» AA# es |a matriz de la proyeccién ortogonal sobre
Col(A) C K™.

Ahora bien, cuando trabajamos buscando la pre-imagen de una
transformacién lineal ya vimos que las situaciones con las que nos
encontramos, son las mismas con las que nos encontramos al
resolver un sistema lineal. Sabemos que la ecuacién del tipo

T(v) = w tiene solucién <= w € Im(T), entonces podemos hacer

el mismo razonamiento que hicimos antes para el sistema lineal.

Definicién: Se dice que v es solucién por minimos cua-
drados de la ecuaciéon T(v) = w si v realiza la
minima distancia en Im(T), o sea dist(T(V),w) <
dist(T(v),w) < T(V) = le(T)(W)




Curva que mejor ajusta-Regresién lineal

Tenemos un conjunto de datos (x1,y1), (x2,¥2)- ... (Xn, ¥n). Si
suponemos una relacion entre las variables y buscamos una curva
que ajuste estos datos:

Podemos intentar buscar una funcién polindmica que pase por
estos puntos. Si suponemos una relacién lineal por ejemplo,
estaremos buscando una curva de la forma y = mx + b.

Tendria que cumplirse:

mx1+ b=y
mxa+ b=y
+:

mx, + b=y,



Este sistema de ecuaciones lineales, puede plantearse en forma
matricial:

x1 1 yi

x3 1 m| Y2
. . b N .

xp 1 Yn

Si el sistema es incompatible, siempre podemos resolver por
minimos cuadrados. Entonces, tendremos las ecuaciones normales
correspondientes.

X1 1

x 1
SiA=| . .| planteamos las ecuaciones normales y queda:

x, 1



X1 X2 ... Xp| |x 1| [m
SCH S N N
b 1 1 ; 1 Do b
x, 1
n_2 n._.
B 5[
1M

Las ecuaciones normales quedan:

B )=



Recta que mejor ajustd

un conjunto de puntos.




Si en lugar de suponer una relacién lineal, suponemos una relacién
cuadratica, tendremos que encontrar tres coeficientes para
encontrar la funcién cuadratica:

y=ax’>+bx+c

Imponemos: y; = ax,-2 + bx; + ¢, nuestro objetivo es encontrar los
coeficientes a, b, c que mejor ajustan a estos datos. Buscamos

a, b, c € R tal que:

xl2 xp 1 Vi
2 a
x5 xo 1 Yo
2 bl =
c
X r% Xp 1 Yn

, Si este sistema no tiene solucién, sabemos que la solucién por
minimos cuadrados siempre existe.



Para encontrar, los coeficientes a, b, c € R que mejor aproximan,
buscamos a, b, c € R, tal que hagan minima la distancia :

X3 x 1 yi
X2 xp 1] |9 )%
dist b|,
c
x,? xp 1 Yn

Eso equivale a resolver el problema por minimos cuadrados y por lo
tanto deberemos plantear las ecuaciones normales. Lo dejamos
aqui para que cada une continte el razonamiento



