CABA, 7 de junio de 2021.
Ejercicios Producto Interno-Curso 1

1. Encuentre en cada caso, una base ortogonal del espacio vectorial que contenga una
base de S en cada uno de los siguientes casos:

a En R? con el P.I. canénico, S = {(x,y,2) € R®: 2z — 2y + 2z = 0}

b En P, con el P.I. definido por < p,q >= agby + a1b1 + asb,
donde p = ag + a1 + axx?®, g = by + bz + bz’ . y S = {p € P> : p(1) = p(0)}

c EnR**?conelPl. < A B>=tr(B"A)y S={AeR¥*>?: A= A"}

Resolucion:

a Busquemos generadores de S.
(x,y,2) € S <= 2x —2y+ 2z =0 <= z = —2z + 2y, Asi que:
(z,y,2) = (z,y, —2x + 2y) = (1,0, -2) + y(0,1,2); z,y € R =
S=gen{[10-2]7, [012]"}
Una base de S entonces esta dada por Bs = {[1 0 — 2|7, [01 2]}
Si queremos encontrar una base ortogonal de S buscamos B = { u;,us} aplicando el
método de G-S:

uy =110 —2|7

T _9|T
up = [012)7 — <CZLLS2E0 0 — )T = [0 127 — ()10 — 27
u=1[212"=145 2"

Obtuvimos Bs = {[10 —2]*, [4 5 2|7} base ortogonal de S. De la ecuacién de S obtenemos:
St=gen{[2 —2 1]7}.

Podemos afirmar entonces que B = {[1 0 — 2], [4 5 2], [2 —2 1]*} es una base de
R3 pues es un conjunto de tres vectores no nulos ortogonales en R? y por lo tanto Li. Luego
hemos encontrado una base ortogonal del espacio vectorial.

Vamos a trabajar de la misma manera en R,[z]| con el P.Il. definido por

< p,q >= apby + a1by + asba y S = {p € Ry[z] : p(1) = p(0)}.

Busquemos unabasede S:pe S<=ag+a;+as =ag < a3 = —ay

peES <= p=ay+ar—ar®=al +a(xr —2?),a9,a; €R

Encontramos una base, Bs = {1, * — 2?}. En este caso < 1,x — 22 >= 0 = By es ortogonal
(Alegria...un trabajo menos)

Asi que para encontrar una base ortogonal de R,[x| basta con encontrar un polinomio no
nulo ortogonal a los elementos de Bs. Buscamos ¢ = by + bz + byx? € Ry[x] tal que :

< 1,b0+b1l’+b21’2 >=0by=0

<I—I2,b0+b1$+ng2 >= b1 —b2:O<:>b1 :bg

Asi obtenemos que q € S* <= ¢ = by(z + 2?), by € R,
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Entonces: B = {1,z — 22,z + 2} es una base ortogonal de P, (;Por qué podemos afirmar
que es una base P,7?)

Por Gltimo, buscamos una base ortogonal de R?*2 con el P.I canénico que contenga una
basede S = {A e R¥?: A= AT}
S es el subespacio de las matrices simétricas de R?*? asi que A € S <

a a 1 0 01 0 0
< A = (aii a;z) = a1 (0 0) ‘1‘@12 (1 0) +a22 (0 1) , 11, A12, G292 c R

Entonces:
Bg = L0 01 00 ue resulta ser una base ortogonal con este P.1
s=\o 0o)'\1 o) \o 1)(9 9 L

Si buscamos S+ tenemos que A € S+ si es ortogonal a cada uno de los vectores de la
base de S. Asi que obtenemos:
(

10
< A, >=q;; =0
00
n 0 1
Ae S+ < <A, 10 >=qi9+ ag; =0
0 0
< A, >= a9 =0
\ 0 1 22
n 0 1
Ae St < A=ap 10 ,CLQGR.
Bg. = { (_01 é) } S+t es el subespacio de las matrices antisimétricas.
B 10 0 1 00 0 1 99
Luego Bgax2 = (0 0) , (1 0) , (0 1), (_1 0) es una base ortogonal de R“*=.
base?,de S base‘c?e St

2. En R? con el Pl canénico, sea S = {(z,y,2) € R®: x — 2y + 22 = 0}

a Encuentre una base de S*.

3
b Siv=| 1| encuentre Ps(v).
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¢ Calcule ||v]| y || Ps(v)]|



Resolucion:

a De la ecuacion que define a S, es directo que (1, —2,2) € S+ pues
(x,y,2) € S<=<(x,y,2),(1,-2,2) >=lox 4+ 2y + 2z =12y +22=0

1
Por lo tanto S+ =gen< |2
2
1
Bgi =4 | -2
2

b Nos piden calcular Ps(v), como | Ps(v) = v — Pgi(v) |y dim(S+) = 1, resulta méas
sencillo calcular Pg1 (v).
Aplicamos la férmula de la proyeccién ortogonal:

Psi((3, 1, =2)) = <G 1||’(1_2_)é(;’)||_22’2) >(1,—2,2) = (_—93> (1,-2,2) = <_—31> (1,-2,2)

¢ Ahora calculamos ||v|| y || Ps(v)]|
Joll = &+ 17+ (-2 = V14
|Ps(v)| = /102—&-12 (=42 _ \/ﬁ \/91 \/_

Observemos que ||PSL( )| = || (%) ( -2,2)[ = (5) 1(1,-2,2)| =1

Podemos verificar que se cumple el teorema de Pitagoras: | ||v||? = || Ps(v)||* + || P (v)||?

3. En R?*2 con el Pl candnico se define el subespacio S = {A € R**? : ay; + a9+ ag = 0}
Calcule la proyeccién sobre S para las siguientes matrices:

11
aA:(1 1)

1 0
bB:(o —1>

11
CCZ(O 1)



Resolucién:
Oftra vez, antes de empezar a aplicar cualquier formula, busquemos el camino que
implique la menor cantidad de cuentas posible.

Estamos usando el P.l. candnico en R?*2 =< A, B >= ay1b11 + a12b12 + a21b21 + asobes.
Como dim(R?*?)=4y S esta definido por una ecuacion = dim(S)=4-1=3 = dim(S+)=1.
Miremos fijo la ecuacion que define S:

aip +ap +axp =0

a1 + @12 + G = 1a11 + 1(112 + ()CL21 + 1@22 =0

O sea:
Ac S =< (M 2) L I
Qo1  A22 0 1

Entonces obtenemos que Bg. = { ((1) 1) }

Entonces buscamos primero la proyeccién sobre S+ de cada matriz y después calcu-
lamos Ps(A) haciendo la diferencia Ps(A) = A — Pgi(A)

a -] 1);»psl<A)<G ) i>>(1 Yo )

11 1 1 01 LAO 1
0 1

pstave | Py = A= P = (1 1) = (5 1) = (7 )

b Como B = ((1) _01> € S, pues cumple la ecuacién que define S = Ps(B) =B
33 N
¢ Como C' = 0 3) €5 = Ps(C') = Ogax2

4. Sea V un R- espacio vectorial con P.ly B = {v, v5,v3} una base de V, tal que:
lorl = V2, [loall = 1, [lus]l = V3, < g, 01 — vy >= 0 w3 € (gen{vy, va})*
a Si S =gen{vy, vy —v3}, halle Ps(vy + vo + v3)
b Encuentre vg € Sy vgr € S+, tal que vy + vy + v3 = vg + VgL
Resolucién:

De los datos del P.l. podemos deducir que: < vy, v; >= 2, < vy, v >=1,
<V3, 03 >=3, < U9,V >= 1, < wvy1,v3 >=< U9, v3 >= 0.



a Como S =gen{v, vy — v3}, entonces una base de S es Bs = {v1, vy — v3}.
Podemos calcular S+ o podemos buscar una base ortogonal de S.
Busquemos una base ortogonal de S y dejamos como tarea para el hogar el otro

camino.

Aplicamos el procedimiento de G-S para encontrar Bs = {u;, us} base ortogonal de
S’

Uy = U1

Uy = (Vg — v3) — —<v2||::ﬁ’2v1>711

Uy = (’UQ — 'Ug) — %’Ul = —%'Ul + Vo — U3

Una base ortogonal entonces puede ser Bg = {vy, —v1 + 2vy — 203}
Calculamos entonces Ps (v + v2 + v3):

_ <vitvetwz,vi> <wi1+v2+v3,—v1+2v2—2v3>
PS(Ul + v + US) = o1l U1 + —v1+202—203 |2 (_'Ul + 2vy — 2”3)

Ps(v1 + v 4 v3) = 3(v1) — 2 (—v1 4 205 — 2v3) = Loy — 2y + Sug

b Sabemos que Ps.(v) = v — Ps(v) € S+, asi que para escribir a v; + vy + v3 cOMO
suma de un elemento de S y de un elemento de S+ basta con escribir:
U1 +UQ+U3 = Ps(l)l +U2+U3)+PSL(01+U2+’U3) (1)
Calculamos Pgi (v1 + vy + v3):
PSL(Ul + Vo +’U3) = ('Ul + Vg +U3) — P5'<U1 + U2 +Ug)
PSJ_ (’01 + VU2 + Ug) = (U1 + vy + Ug) — (%Ul — %UQ + %Ug)

PSJ_(’Ul + V2 + Ug) = —g’Ul -+ %Ug -+ %Ug
Reemplazamos en (1):
13 D ) 6 12 2
U1 + (%) + V3 = (71)1 — ?'UQ + ?’Ug)j—FE—?Ih + 7’02 + ?ng
W;ES vS:gSJ-

5. Sean V esp. vectorial con P.I. dim(V) = 3, B = {vy, v, v3} basede Vy G =

S =N
—_ =
N

a) Construya una base ortogonal de V .

b) Dado S = gen{v; + va, 2v, — w3}, hallar una base de S+.
¢) Siu = 2v; — vy, calcule dist(u, S).

d) Encuentre todos los v € V, tales que dist(v,S) =1

Resolucion:

a) Aplicando el método de G-S, tomo B = {vy, v, v3} definimos:

Uy = U1

_ (v2,01)
Uy = Vg — IPAIE U1




2 1 0] |1 2
(vg,v1) =[010] |1 1 1| (0] =[010]|1|=1.
[o 1 4] |o 0
2
o[> =[100] |1
-
Uz = Ug——vl %( V1 + 2v7), tomo u)y = —v; + 20y
ug = vy — o — [ (v + 20)
1
(v3,v1) =[001]GpE |0 =0
0
-1 —1
<’U3,—’U1+2U2>:[001]GB 2 :[014] 21 =2
0 0
—1 0
|| —v1 + 20| =[-120|Gp | 2| =[-120] |1]| =2
0 2
U = Vg — <|Q|’S’1T|12>v1 ﬂTi;j:;:sz;( vl+2vg)—v3—0v1——( V1 4 209) = v3+ 201 — 209

La nueva base ortogonal obtenida es B’ = {vy, —v; + 2vs, 2v1 — 20y + v3}
Sea u = av; + Bug + vz, u € ST & (u,v1 + ve) =0, (u,2vy —v3) =0

1 3
(avr + By +qvz,v1 +v2) = [ B9]Gp | 1| =[aBq] |2 =3a+28+7=0
0 1
0 2
(avy + Bvg +yu3,2v0 —v3) = [ fY|Ge | 2| =]afy]| 1| =2a+—-27y=0
—1 —2

u=PB3v +vs+ Ivsg), BE€R= S =gen{3v; + vy + Tv3}

Si u = 2v; — v, calcule dist(u, 5).

dist(u, S) = ||Pgr(u)|| = || 2v|1|wﬁ%w w||, conw = 3v; + vy + vz, también puedo
tomar como generador wq = 5v; + 4vy + Tvs.

Calculemos esta distancia, usando wy:

2 210 2
(u,wo) = [wol BT Gplu)B =[547Gp |-1| =547 |1 1 1| |-1
0 01 4 0
2
(u,wo) = [14 16 32] |—1| = 12.
0



21 0] [5
llwol|? = (wo, wo) = [wo]B" Galwo)®P =547 |1 1 1| |4] =358

0 1 4| |7
dist(u, §) = || Psx (u)]| = || 25=252bwg|| = [|3Z (501 + 4vs + Tvg)|| = 32 (501 + 40z +
7U3||
dist(u, §) = 5:1/358

Si Busco v/ dist(v,S) =1 = ||Ps(v)|| = 1.

Sabemos que Vv € V, v = Pg(v) + Ps1(v).

Entonces:

v = Pg(v) + Pgi(v) = vg + vgr = Ex(vl +v2) + (20 — U32‘|— A5y + 4vy + 7213)1.

-~

es est
Sidist(v,S) = 1= ||Ps.(v)|| = 1 = |\ ||5v1 + 4vs + Tus|| = 1 = [A[V358 = 1.
Obtenemos
P lver :I:\/——
Entonces v € V cumple dist(v, S) = 1 si:
v = vy +vg) + [(2v9 — Ug)+ﬁ(5vl + 4vy + Tvz), conay 5 € R.
0
v = (v +vs) + F(205 — v3)— J=(bv1 +4vy + Tvg), conay € R,




