“Yo solo tengo esta pobre antena
Que me transmite lo que decis.
Esta cancion, mi ilusion, mis penas
Y este souvenir”

Charly Garcia

Transformacion Lineal-Segunda Reunién.Curso 1.

Recordemos que en la clase pasada vimos:

Clasificacién de transformaciones lineales

Sea T : V — W una funcién, con V y W K-espacios vectoriales.
Se dice que T" es monomorfismo si es una transformacion lineal inyetiva.
Se dice que T es epimorfismo si es una transformacién lineal suryectiva.

Se dice que T es isomorfismo si es una transformacién lineal biyectiva.

Recordatorio 1: F': V — W es inyectiva si x; # x9 = F(x1) # F(x2).
Esto es equivalente a decir F' es inyectiva si F/(z1) = F(23) = ©1 = 5.

Recordatorio 2: F': V. — W es suryectiva si Im(F)= Cod(F) =W

Recordatorio 3: F : V — W es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.

De la teoria de funciones, sabemos que si T' : V — W es un isomorfismo, entonces
A7T-1: W — V, su funcién inversa. O sea la funcién que cumple:

(ToT H(w) =TT w))=w, VweWy (T oT)(v) =TT (v)) =v, Vv eV.
Se puede escribir también que 7! es la funcién que cumple:

TOTﬁlZIdWyTiloT:]dv.



Figura 1: Funcién biyectiva. Si F(a) =4 = F'(4) = a.

Encontrar 7! es muy sencillo cuando trabajamos con transformaciones lineales en es-
pacios vectoriales de dimensién finita.

SiT:V — W es un isomorfismo y B = {vy,..., v,} es una base de V= dim(W) =n
y ademés B’ = {T'(vy), ..., T(v,)} es una base de W pues gen{T'(v1), ..., T(v,)} =Im(T)=
W = {T(v1),..., T(v,)} es una base de W porque son n vectores que generan W.

Entonces, si T es isomorfismo, aplicando T a cualquier base de V, obtenemos:

T(Ul) = w1
T(Ug) = W2
T(v,) = wy,
Como {wy, ..., w,} es una base de W, sobre esta base queda definida 77! : W — V de

la siguiente manera:



Ejemplo:

Dada T : Ry[z] — R3, definida por T'(p) = |p'(0

a. Verifique que T es un isomorfismo.
b. Halle 77! : R® — Ry[z].

Resolucién:

a. Trabajando un poco con el polinomio genérico, p = asx?+a,z +ag, obtenemos la férmula:

a9 + aq
T(asz® + ayx + ag) = |ay + 2as
Qo
1 1 0
Im(T)= gen{T(2?),T(x), T(1)} =geng [2|, 1], |0
0 0 1
Los generadores de Im(7"), son obviamentye linealmente independientes y, por lo tanto,

Im(T) = R3.

T es es un epimorfismo y como consecuencia del teorema de la dimensién para transfor-
maciones lineales, dim(Nu(7"))= 0, asi que T' es también monomorfismo y, por lo tanto,
es un isomorfismo.

b. Ahora buscamos T~ 1:

1 ( 1
T(z?) = |2 T-11 12| | =22
0 0
= =
ST(@)=|1| =T |1] ] ==
- —O—
o o
T(1) = |0 1 |o| | =1
\ _1_ \ _1_

T~' queda univocamente definida sobre una base de R3.

Si queremos encontrar su férmula deberemos buscar la descomposicién de cualquier z € R?

1 1 0
con respecto a la base 20, 1], 0
0 0 1



1 1 1 0 1 a+ B a=1T9— I
r= || =a 2| +0|1]| +7|0| & |22 204+ | & =211 — 29
T3 0 0 1 T3 vy v =1x3
Entonces:
T 1 1 0
7! T =T (o —21) |2| + (221 —29) [1]| + 23 |0
xI3 0 _0 1
T 1 1 0
7! 2 = (w9 —x) T} 2 + (22 —x) T7H 1 +a3 T8 0
T3 0 _0 1
T
71 T = (29 —x) 2* + (20, —25) T+ 23 1



Sobre la ventaja de trabajar con transformaciones lineales....

Discutamos que resultados podemos obtener si nos encontramos frente a una ecuacién
que involucra una transformacién lineal 7' : V. — W. Especificamente, una ecuacién del tipo:

T(v) = wy

Si la ecuacién tiene solucién sera porque wy € Im(7) y si wy ¢ Im(7') la ecuacién no
tendra solucién.

Y si wg € Im(T') jde qué dependerd que tenga una unica solucién o o méas de una?

Veamos, si existen x1 # x5 tal que T'(zq) = T(z2) = wo = T(x1 — 23) = Ow
Entonces z1 = (x9 — 1) +21 = = = k(xy — 1) + 21 es solucién de la ecuacién V k € Ko sea
——
ENU(T)
que si hay méas de una solucién de la ecuacion, hay infinitas.
Por lo tanto, hay mds de una ecuacion si y sélo si Nu(7) # {0y} < T no es monomorfismo.

Entonces, con la ecuacion que involucra a una transformacién lineal pasa lo mismo que
pasaba cuando resolviamos un sistema lineal.

si wy ¢ Im(7T) el sistema es incompatible.

si wg € Im(T") y T' es monomorfismo la ecuacién tienen solucion tnica.

T(v)=wp{ . L P .
si wg € Im(T") y T no es monomorfismo  la ecuacion tienen infinitas soluciones.

Todas las soluciones son de la forma zp, +zn; oy € Nu(T) y x, sol. particular.



Matriz de una transformacion lineal.
Si Vy W son espacios vectoriales de dimensién finita, podemos conseguir una expresion
matricial para cualquier t.1 de V en W.
Supongamos By B’ bases de Vy W respectivamente, B = {vy,..., v,}, B = {wy,..., wy}
y T :V — W transformacién lineal.

Entonces:

SizeV,e=av + -+ a,v, = T(x) =T(nvy + - + ayv,) € W
[T(x)]B/ =[T(vyv; + -+ anvn)]B/

T(2)]” = [aT(0r) + -+ + aT(0,)]” € K™

/

[T(@))" = aa[T (1)) + -+ an[T(0,)]” .

N J/

TV
comb. lineal en K™

aq
T@) = L) | ] D)) |
~~ - an
EKW‘LXTL
T@) = [T | ] [T )] )
GKKX"

Definicién: Si B = {vy,..., v,} base de V, B" = {wy,..., w,} base de W y
| [T(v,))P] € K™ | se llama la ma-

T :V — W tl, la matriz [[T(v)]" | ...
triz de T' con respecto a las bases By B’ y se nota: [T]g', es la iinica matriz que cumple:

[T(2))" = T3 [2]

Observaciones:

En lo que sigue T : V— W t.l. y B y B’ bases de V y W respectivamente.

a. Las columnas de [T son las coordenadas de los generadores de la Im(7'), por lo tanto

rg([7]5)=dim(Im(7)).

b. z € Nu(T) & [T)8'[z]5 = Ogm



. Nul([T]5") es el subespacio de las coordenadas de los vectores de V que estdn en
el Nu(T7).

weIm(T) e Iz e Vtal que T(z) = w & [T(2))F = [w]? < T8 [2])% = [w]?.

. SiG:W —Uestl y B”es base de U, entonces se cumple: [G o T|8" = [G]5/[T]5 .
. Si T es un isomorfismo, [T]5" € K™*" y es inversible.

. Se cumple [T71]5, = ([T]g,)il



Ejemplos:

p(1) = p(0)
1. Data T : Ry[z] — R3, definida por T'(p) = |p'(0) + p”(0) | . Hallar la matriz de T'

p(0)
con respecto a las bases Eg,y) = {2?, 2, 1} y Epy = {e1, ea, e3}.

Resolucién:

Ya sabemos que podemos expresar esta t.l. en funcién de los coeficientes de cualquier
polinomio genérico p = asx?® + a1 + ao:

as + ay 1 10 a2
T(CLQI’2+6L1$+CL0): a1+2a2 =12 1 0 ay
ap 0 0 1 ap
~——
b %’
Entonces:
1 10
[T(ag2® + a1 +ap)]¥ = |2 1 0| [p|?
0 0 1
1 10
T)E =12 1 0
0 01
1 1 0
2. Sea T : Ry[z] — R* t.1. tal que [T]5 = _(1] ; 1 ,siendo B = {2 —x,x+1,1} y
2 —4 -3
1 1 0 0
1 —1 0 0
r_
B = o’ | 0] 11711
0 0 -1 1

a) Hallar T(z? + z + 2).

b) Hallar bases de Nu(T') e Im(7).

c) Hallar, si existen, todos los p € Ry[x] tal que T'(p) =

N =~ Ot =



Resolucién:

a) Si queremos hallar T'(x% + 2 4 2), tenemos que recordar que, por definicién, [T'(z)]? =
[T)%'[2]”, entonces

1 1
-1 1
0 2
2 -4

[T(x? + 2z +2)]F = [% + x + 2]B.

0
1
1
3

Debemos hallar [22 + x + 2]5:

Hr+2=ar®—z)+Bx+1)+91= a=1, =2, v=0.

1 1 0 1 3
/ —1 1 1 1
2 B _ —
[T(z*4+x+2)]7 = 0 9 1 3 =1 4
2 -4 -3 —6
1 1 0 0
1 -1 0 0
2 _ _
T(x*+z+2)=3 ol T ol T4 + (—6) ]
0 0 -1 1
4
9 2
T +z+2) = 5 v
—10
b) Ahora buscamos Nu(7") e Im(7T').
1 1 0 0
. -1 1 1]]¢ 0
2 —4 3] U4 o
Resolvemos el sistema homogéneo:
1 1 0 1 1 0 1 10
—1 1 1] men [0 2 1| m-m [0 2 1 - -
0 2 1men |0 2 1 mmm |0 0 of T 7T 2Va=—F
2 -4 -3 0 —6 -3 000
—8 1
peNu) & [p"=| Bl =8| 1| &
—28 )
ep=p{(-1@"—z)+ ()(z+1)+(-2)1} &



sp=pB(-r*+2x—1)

By = {—2* + 2z — 1}
Para buscar una base de Im(T'), trabajamos con las columnas de [T, recordando
que estas columnas son las coordenadas de los generadores de Im(7") con

respecto a la bace B’

1 1 0 1 0

— 1 1 —1 1

COI([ ] ) gen 0l 9] 1 =gen 0l 1
2 4 -3 2 -3

Ahora 7traducimos” estas coordenadas:

1 1 1 0
[w1]” = ol W= (1) ol + ol + (2) 1
2 0 0 1
0 1 0 0
/ 1 -1 0 0
[’U)Q]B = 1 = W = 0 1 + (—5> 1
-3 0 -1 1
0 1 0 1
2 — 1 —1
Im(7T") = gen ol | =genq (|| 9
2 — 1 —4
0 1
1 —1
Blm - 11’ 1=2
1 —4
1
c¢) Para resolver la ecuacién T'(p) = Z , utilizamos también la representaciéon matricial
2

de T

BI

=
=
|

N =~ Ot =
=
Wiy
=
sy
|

N =~ Ot =



Lo10) 3
11 1 9

Sl o o 1| [P =]
9 —4 —3| L7

Resolvemos el sistema y obtenemos:

1 1 0 3 1 1 0 3 110 3
-1 1 1 =2 m+m [0 2 1] 1] Bm-r [0 2 1| 1
0 2 1 1 m—2r |0 2 1 1| m+3r [0 0 0] 0
2 -4 -3 3 0 —6 —3| -3 000 O
Luego todas las soluciones cumplen:
3—p
[p]” = s
1-283
1
Recordando que B = {2?> — z,x + 1,1} , obtenemos que p cumple T'(p) = i , si:
2

=(3-B)(z? - 3 D+ (1—-201=322-3z+1 —2?2 422 —1),8€R.
p=0B=0)@" —2)+8x+1)+( B) 1 —3x+1+0(—2"+ 22— 1), 8

J/

TV
sol. particular eNu(T)



