“La vida no se trata de

encontrarte a ti mismo.

La vida se trata de crearte a t{ mismo”
George Bernard Shaw

Transformacion Lineal

Definicién: Si V y W son dos K espacios vectoriales, se dice que una funciéon

T :V — W es una transformacion lineal, si cumple:
w T(uy +ug) =T (ur) +T(ug), Yup,ug €V.

» T(Au) =AT(u), YueVyVAek.

Nota:

Esto es equivalente a decir que, para toda combinacion lineal \yvi+ -+ -+ \yvp, €V, se
cumple T( Ay + -+ + M) = M T (v1) + -+ + N1 (vg).

Ejemplos:
121 -1 il
s TR — R T([zy a3z t)= {1 1 1 2 x2
010 =3|[7°
Ty

» TR — Ry[z], T([z1 20 23]7) = (21 — 23)2% + (21 + 22)2 + (79 + 73)

P(0) + P'(0)
» T:Ryfz] — R T(P)=| P(1)— P(0)
P(0) — 1/2P"(0)

Si P = ayx® + a1x + ag = P’ = 2ayx + ay, P" = 2ay, P(1) = ay + a; + ag, P(0) = ag

ag + ax
Si remplazamos en la férmula obtenemos, T'(asz? + a1 + ag) = | (a2 + a1 + ag) — ag
ag — %(2&2)
ap + ax
T(ayx® + ayx + ag) = |as + a;
ag — ag

Entonces:
T(P+ Q) =T(ayx? + a1z + ag + box? + byw + by) =



(ag 4+ bo) + (a1 + by)
T(P+Q)=T((as+ by)x® + (a1 + by)x + (ag + by)) = | (az + b2) + (a1 + by)
(ao + bo) — (&2 + b2)

ap + ap bo + b1
T(P+Q)= |as+ai| + |bo+bi| =T(P)+T(Q).(1) v
apg — a2 bo — by
)\&0 + )\Cll ap + aq
T(Magr®+ajz+ag)) = T(Aaax® +Aajz+Aag) = |Aag + Aa1 | = A |ag+ a1 | = A\T(P)
Ay — Ao ap — Gz
Luego: T(AP) = (P) (2) v
Por (1)y (2) , T es transformacién lineal.
Si V es un espacio vectorial de dimensiéon ny B = {vy, va, ..., v,} es una base de V,

entonces la funcién ”tomar coordenadas” []? : V — K" es una t.1.



SiVy W son dos K espacios vectoriales y T : V. — W es una transformacién lineal:

= Recordatorio 1: Se dice que V es el dominio de 7"y W el codominio de 7.

= Recordatorio 2: La Imagen de 7' es el conjunto:
Im(T) = {w € Wtal que,v € V,T(v) = w}

» Definicién 1: Si S C V, S # (), se llama Imagen de S por T, al conjunto:
TS)={weW: 3z e SSw=T(x)} CW.

» Definicién 2: Si U ¢ W, U # (), se llama Preimagen de U por T, al conjunto:
T U)={zeV:T(z)eU} CV.

= Definicion 3: Se llama Nucleo de F' al conjunto:
NW(T)={z €V :T(z)=0w}=T"'{0w}) CV.

Observaciones:
Para todo lo que sigue T': V— W = es t.l.

b. SiV =gen{vy, va, ..., v} = Im(7T) = gen{T(vy),...,T(v;n)}
Pues si w € Im(T') & x € V tal que T'(z) = w, pero si V = gen{vy, vq, ..., v,} =
existen escalares tal que :

r=ov+Fanv, =w="T(x)=T(v1+ - +anvm) = aT(v))+--+anT(vn).
.

w e Im(T) & w e gen{T(v1), T(v2), ..., T(vm)}

Im(T)=gen{ T(v1),...,T(vm)}

c. Si S es subespacio de V = T'(S) es subespacio de W.
d. Si U es subespacio de W = T—!(U) es subespacio de V.

e. Toda t.l. queda univocamente determinada sobre una base.
Maés precisamente:
Sean V y W, K espacios vectoriales, B = {vy, vy, ..., v,} es una base de V y
{wy, ws, ...w,} C W, existe una unica transformacién lineal F' : V — W tal que:
F(vy) = wy, F(vy) = wa, ..., F(v,) = w,.

Demostracién

Primero vamos a demostrar que existe una transformacion lineal que cumple las n condi-
ciones.



Para cada x € V, como B es base, existen unicos escalares oy, ..., a, tal que
T=oU+ -+ Uy,

Definimos F' : V — W con la siguiente férmula:

Siz=av+ -+ v, F(r)=aw + -+ ajw,.

a)

Se cumple que F es una t.l. pues si z,y € V = existen escalares tales que
rT=aav + -+ v, ey = Fiog + - -+ [0y, luego:

Ty =ov+ -+ v, + S+ -+ By
r4y= (a1 + Bi)vi + -+ (an + Bn)vy
Aplicando la definiciéon de F', obtenemos:
F(z+y)=F((an + B)vr + - + (o + Bo)vn)
Flx4+y) = (a1 + f)w + -+ (a + Bn)wy

F(m‘f'y):91w1+"'+@n,w@+ﬁ1w1+"'+5nw73

F(z) F(y)

Por lo tanto, se cumple: F(z +y) = F(z) + F(y)v

De la misma manera se prueba que F(A\x) = AF(x).

Probamos entonces que definimos una transformacién lineal, es facil ver que cumple
que F(v;)) =w; Yi=1,..., n.

Ahora tenemos que probar que es unica.

supongamos que existe otra t.I. G : V. — W que cumple:

G(v1) = wy, G(vg) = wa, ..., G(v,) = w,
SizeV,yz=av+-+ a,v,. Entonces, como G es t.l. :
G(z) = Glawr + -+ auvn) = 1 G(v) + -+ - + 0, G (vy)

Reemplazando:

G(z) = aqwy + -+ + aw, = F(x)Vr € V.
Luego G = F.



Ejemplos:

1 1
1. (Existe F': R? — R3 t.1. tal que F([1 —1]7) = |=1| y F([01]7) = |2|?
1 1
La respuesta es sf, pues {[1 — 1]7, [0 1]} es una base de R.

SizeR? =z = {xl} =1 [_ﬂ + (22 + 1) {ﬂ Y esta descomposicién es tnica.

T2

Entonces:

1] 1 0 1 0
F(1n]) =7 (e (] s e ) o (1] # e (1)

- tl

_l‘ b 1 1 2£L'1 + 29
F( .:1:1 > =z |—1| + (xe+21) |2| = |21 +222|. V

L2 1 1 21’1 + 29

1 1
. iExiste F:R? — R3 t.l. tal que F([1 —1]T) = |-1| y F([01]T) = |2] ¥
1 1
1
F10]T)=|-1|7
1
Pero [10]7 =[1 —1]T +[01]"
Si Flest.l
1 1 2 1
F1 ="+ =F(1 =1 +F(o1") = |1 + |2]| = |[1| # |1
1 1 2 1
Por lo tanto no existe una t.l. que cumpla las tres condiciones.
1
. (Existe una F': R? — R3 t.1. tal que F([1 —1]7) = |—-1| ?
1

Si. Hay infinitas!! ;Por qué? Porque puedo extender {[1 — 1]7} de infinitas maneras a
una base de R? y definir cudnto vale F en el otro vector de infionitas maneras también.



Otro Ejemplo:

Tomemos una de las transformaciones lineales mostradas al inicio, por ejemplo:
T:R3 — Ryfz], T([x1 v2 x3]7) = (71 — x3)2* + (71 + T2)T + (T2 + T3)
Busquemos Im(7") y Nu(T'):

Tomemos una base del dominio {[1 0 0]7, [0 1 0]%, [0 0 1]7}

Im(T) = (1007, T(J010]7), T([00 17} = 2 1, —2>+11}.
m(T) = gen{T'([1 00]"), T([010]), T([001]7)} = gen{a” + =, x +1, il~+1}
dim(Im(7T)) = 2
Nu(T) = {l‘ € R3,T(£E) = ORg[x]}

Entonces z € Nu(T) & T(z) =022 +0z+01 &

& (1 —x3)2? + (21 + 22)z + (Ta+23) =022+ 02+ 0 1.

r1 — X3 = 0
S a1 +a3=0

Ty + 23 = 0
Matriz ampliada:

10 —1 10 -1 1o -1
11 o] 21 1| BB o1 1
0 1 1 0 1 1 0 0 0
T 1 1
Luegox e Nu(T) e x = |—x1| =21 |—1| = Nu(T)=gen [—1
X1 1 1

dim(Nu(7)) =1

dim(Nu(T)) 4+ dim(Im(7")) = dim(Dom(7"))




Teorema: (Dimensién de subespacios fundamentales de una transformnacién
lineal) Si V es un espacio vectorial de dimension finitay 7' : V. — W es una transformacion
lineal, entonces:

dim(Nu(T))+ dim(Im(T"))= dim(V)

Demostracion:

Como V es de dimensién finita, supongamos dim(V)=n = 3 B = {vy, vq,..., v,} base
de V.

Si dim(Nu(T"))= 0 = sabemos que Im(7")=gen{T'(vy), T(vs), ..., T(v,)} y este conjun-

to es 1.i, pues si igualamos a Ow una combinacién lineal, obtenemos:

>\1T('U1) + )\2T(U2) + e+ )\nT(Un) = OW (1)
Como T es t.l:

T(Mvr + Agvg + - + M) = Ow = o1 + A + - + Av, € Nu(T) = {Ov}

)\1’1)1 +)\2U2+ +)\nvn = OV

Y como {vy, vg,..., v,} esli. = X\ = Ag = \,, = 0y como estos escalares vienen de (1),
concluimos que {T'(vy), T'(vs), ..., T(v,)} es un conjunto l.i y por lo tanto dim(Im(7"))=n
y se cumple que dim(Nu(7"))+ dim(Im(7"))= dim(V).

Si dim(Nu(T"))= n, también se cumple.

Si dim(Nu(T))=k < n = 3 By = {uy, ug,..., ux} nase de Nu(7) y esta base puede
extenderse a una base de V, por ejemploo B' = {uy, ug, ..., ug, U1, .., Uy, }-.
Por lo visto, sabemos que Im(7")=gen{T (ug+1),...,T(u,)}, veamos ahora que estos n — k
vectores son L.i:

)\1T(uk+1) + -+ )\n_kT(un) = OW (2)

T()\lukH + -4 )\n_kun) = 0w = MUper + -+ Mg, € NU.(T)

Entonces existen escalares 1,..., 8 € K tal que:

MUk + o+ AUy, = Brug + - + Brug

—Biur — - = BrugAUpgr + - -+ Aty = Oy

Y como los vectores son li. porque foman una base de V= =--- =, =\ =--- =
A = 0.



Como los escalares Ay, ..., A, viene de la igualdad (2) = {T'(ugs1),.-., T (un)}
es Li = dim(Im(7))= n — k, o sea otra vez se cumple la igualdad pues dim(Nu(7"))+

dim(Im(T))=k+ (n — k) =n.v

Luego para toda t.t. en V, espacio vectorial de dimensién finita se cumple:

dim(Nu(T))+ dim(Im(7"))= dim(V)

Clasificacion de transformaciones lineales
Sea T : V — W una funcién, con V y W K-espacios vectoriales.
Se dice que T es monomorfismo si es una transformacion lineal inyetiva.
Se dice que T es epimorfismo si es una transformacion lineal suryectiva.

Se dice que T es isomorfismo si es una transformacion lineal biyectiva.

Recordatorio 1: F': V — W es inyectiva si &1 # x3 = F(x1) # F(x2).
Esto es equivalente a decir F es inyectiva si F(xy) = F(z2) = 21 = 2.

Recordatorio 2: F' : V — W es suryectiva si Im(F)= Cod(F) =W

Recordatorio 3: F': V — W es biyectiva si es inyectiva y suryectiva.




Figura 1: Funcién inyectiva | card(X) <card(Y)
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Figura 2: Funcién suryectiva | card(X) >card(Y)




Observaciones:

En todo lo que sigue T': V — W es una transformacion lineal.

a. T es monomorfismo < Nu(T") = {0Oy}.
<) Si Nu(T) = {0y}, veamos que T es inyectiva:

Supongamos que T'(x1) = T'(z3) = T'(21)—T(22) = Ow = T'(z1—22) = Ow porque T es t.l. =

=11 — 29 € Nu(T) = {0y} = 21 — 29 = Oy = 21 = x9, por lo tanto T" es inyectiva. v/

=) Ahora supopngamos que T es monomorfismo y sea v € Nu(T) = T(v) = Ow ¥y
como T es t.l. sabemos que T'(Oy) = Ow = T'(v) = Ow = T'(Oy) y como T es inyecti-
va si T(v)T(0y) = v = Oy. Demostramos que si v € Nu(T') = v = 0y. Por lo tanto
Nu(T) = {0y}.v

T es monomorfismo < Nu(7') = {0y }.

b. T es epimorfismo < Im(7) = W < dim(Im7")) = dim(W).Es inmediato.
c. Sidim(V)=ny dim(W)= m:

1) Si T es monomorfismo = dim(V) < dim(W).
Por el teorema de la dimensién para t.1:
dim(Nu(T)) 4+ dim(Im(T))=dim(V) (a).
Como T es monomorfismo = dim(Nu(7"))

( = 0.
Ademéds como Im(7") C W = dim(ImT")) < dim(W), reemplazando en (a):
dim(V)= dim(Im(7")) < dim(W).v’

2) Si T es epimorfismo = dim(W) < dim(V).
Pues por el mismo teorema:

dim(Nu(T)) + dim(Im(T))=dim(V) (a).
Si T es epimorfismo dim(Im(7")) = dim(W), reemplazando en (a):

dim(Nu(T)) +dim(W)=dim(V) = dim(V) > dim(W).v’
>0

3) Si T es isomorfismo = dim(W) = dim(V). (Es inmediato, con lo ya visto.)



