Y sivas a la derecha

Y cambias hacia la izquierda, adelante.
Es mejor que estarse quieto

Es mejor que ser un vigilante"

Charly Garcia

Comentarios y ejercicios sobre resolucion de ecuaciones
diferenciales lineales a coeficientes constantes.
Curso 1

Vamos a estudiar las ecuaciones diferenciales lineales aplicando lo
visto en la teoria de transformaciones lineales.
Vamos a resolver una ecuacion del tipo:

Ly) = y"+an_1y" 4 4+ay+ay = f conag; €R, i =0,...n—1.
También se puede notar:

L(y) = (Dn + an_anil +---+ CLlD + aOI)(y)

La incognita y que buscamos es una funcién derivable, por lo menos
hasta el orden n y, para poder asegurar solucién, consideramos que f es
una funcién continua.

Como L : C*°(R) — C*(R) es una transformacion lineal, entonces
el método que vamos a aplicar para resolver estas ecuaciones es el que
tiene en cuenta la caracteristica de las soluciones de una ecuacién que
involucra a una transformacion lineal.

Si L es unat.l. y queremos resolver L(v) =w conw € Im(T) =

= todas las soluciones de la ecuacién podran escribirse como:
V=1, +UN

v, solucion particular

vy elemento del Nu(L), o sea solucion de la ecuacién homogénea
L(y) = 0.




Por lo visto en la explicacién teérica, si la ecuacién es de orden n,
el Nu(L) tiene dimension n.
Ademas si f es una funcion continua = f € Im(L) y podemos asegurar
que la ecuacion tendra infinitas soluciones.

Vamos a resolver las ecuaciones diferenciales lineales no homogé-
neas que se presenten de la siguiente manera:

= Primero buscamos todas las soluciones del sistema homogéneo, o
sea calculamos el Nu(L).

= Después buscamos una solucién particular de la ecuacién. en este
curso sélo resolveremos ecuacionescuyas soluciones particulares
pueden encontrarse a través del método de coeficientes indetermina-
dos.

La busqueda del Nu(L) se reduce a buscar las raices del polinomio
asociado a la ecuacioén diferencial y plantear las funciones exponenciales
que corresponden.

Se prueba que dim(Nwu(L)) = n para cada ecuacuon diferencial de
orden n.

Para cada ecuacion ecuacién diferencial lineal homogénea, de la
forma:

't oy a4 agy =0

(D™ +a, 1 D" '+ -+ a1 D+ agl)(y) =0
Se considera el polinomio caracteristico asociado a la ecuacion:

p(r)=r"+ Q™ P ar +ag

Es facil verificar que si \; es raiz de p(r) = ¢"1* es solucién del
sistema homogéneo.

Ademas si \;, Xg,..., A,, son raices del polinomio caracteristi-
co asociado a la ecuacion diferencial, entonces el operador diferencial
D" +a,_ D" ' +---+a D + aol puede "factorizarse:



(DTL+CLn_1Dn_1+' : +CL1D+CLOI)(y> =0<= (D_>\1]>O(D_)\2_[) .. O(D—/\n[)<y) =0

Si el polinonio caracteristico tiene n raices reales distintas = {e12, e*2®, ... e}
serd una base del subespacio de soluciones del sistema homogéneo.

Si el polinomio caracteristico tiene alguna raiz real g de multiplici-
dad k£ = vamos a obtener k soluciones l.i. asociadas a esa raiz, de la forma:

efr gefr . aklefT

Si el polinomio caracteristico tiene raices no reales ( A = a +ib),
entonces podemos conseguir dos funciones reales l.i. que seran soluciones
del sistema homogéneo:

{e* cos(bx), e*” sen(bx)}

La busqueda de la solucién particular por el método de coeficientes
indeterminados implica proponer una forma de la funcion solucion y,, para
cierto tipo de funcién f.

Pegamos aqui una tabla con algunos de los casos:

f Yy Raices pol. caract.
P, P, r#0
P, Poy1/P, . | m = 0 raiz simple/r = 0 raiz mult.k
e kel sir# A\
e P, e si \ es raiz de mult. k
sen(cz) | kisen(cz) + ks cos(cx) sir#c
sen(cz) | Pysen(cz) + Qy cos(cx) si r = ci raiz de multip k
cos(cx) | kisen(cz) + ks cos(cx) r#ci

Cuadro 1: Propuestas de y,, para L(y) = f. Notacién: P, polinomio a coef.
reales de grado k.

Empecemos con los primeros ejemplos:

1. Encontrar todas las soluciones de los sistemas homogéneos:

ay' +5y+6y=0



by +4y +4y=20

cy' —4y +13y =0

Resolucion:

Todo se reduce a encontrar las raices del polinomio caracteristico
asociado a la ecuacién diferencial en cada caso

Enelcasoa.tenemos: 2 +5r+6=0<=r=—-20r = —3.

Enelcasob.tenemos r? +4r+4=0«<=r = —2,r = —2 es raiz de
multiplicidad 2 del polinomio.

Enelcasoc.tenemos: m? —4r+13=0<=r=2+3i0r =2 — 3i.

Asi que ya tenemos las soluciones en cada caso:

a Las soluciones de la ecuacion homogénea son las funciones que
estan el subespacio Sg, = gen{e™2* ¢737}.

b Las soluciones de la ecuacion homogénea son las funciones que
estan el subespacio Sy, = gen{e 2%, ze 2*}.

¢ Las soluciones de la ecuacién homogénea son las funciones que
estan el subespacio Sy, = gen{e** cos(3z), e**sen(3z)}.

. Encontrar la solucién general de las siguientes ecuaciones no homo-
géneas:

ay’ +5y +6y=a2%+3x+ e
by +4y +4y=e AR



c y' — 4y + 13y = cos(x)

Resolucién:

Como ya tenemos, en cada caso, las soluciones de la ecuacion
homogénea nos dedicaremos directamente a la busqueda de la
solucién particular.

Para el item a. tenemos como f = (z? + 3z) + €*.

Como la ecuacion es lineal, podemos buscar una solucion particular
yp1 tal que L(y,) = 2* + 3z y otra y,, tal que L(y,2) = €**. De esa
forma si tomamos vy, = yp1 + Yp2 = L(Yp) = L(yp1 + Yp2) =

= L(yp) + L(yp2) = (2 + 32) + € v/

Buscamos y,1, para eso proponemos como solucion particular y,1 =
ax® + bz + ¢ y reemplazamos en la ecuacion diferencial:

2a + 5(2ax + b) + 6(ax® + bz + ¢) = 2% + 3z
6az? + (10a + 6b)x + 2a + 5b + 6¢ = 2% + 3x
lgualando coeficiente a coeficiente, queda:
—5b—2a 13

_ 2 _ — 15
=9 =76 T "

Obtenemos | y,1 = ga + 2z — 22

Proponemos y,» = ke** y reemplazamos en la ecuacién para encon-
trar el valor de & :

4ke* 4+ 10ke? + 6ke?* = 2 «——= 0k =1 <= k = L.

20

De esta manera conseguimos una solucion particular:



b=+t = (o =3+ e

Buscamos una solucidén particular en el item b.

Aqui f = ¢ El polinomio caracteristico asociado a la ecuacioén ho-
mogénea tenia una raiz doble en r = —2.

Busquemos la solucién particular en los dos casos posibles: A # —2
yA=-2.

CASO \ # -2

Proponemos y, = ke’”, reemplazamos en la ecuacion y queda:
EX2eM 4 4k e + 4ker = e
keAT (N2 + 4\ + 4) = e

k(A2 +4X+4) =1y como A2 + 4\ + 4 # 0 porque \ # —2

_ 1 AT
Yr = 3o

k=——00 vyentonces
Ntdarta)

| CASO A\ = —2

Si A = —2, como el polinomio caracteristico tiene a este valor como
raiz doble, proponemos y, = Kz?e~?* y reemplazando obtenemos:

e 2 (4kx® — 8kx + 2k) + 4e~** (2kx — 2ka?) + dka’e ™ = e ¥ =

_ 1.2 —2x

—=k=3=|Yp =3¢

N[




Para el item c.
Aqui f = cos(x) y proponemos una solucién particular de la forma:

y, = Acos(z) + Bsen(z) y reemplazamos en la ecuacion:

(—Acos(x) — Bsen(x)) — 4(—Asen(z) + Bcos(z)) + 13(Acos(z) + Bsen(x)) = cos(x)
(12A — 4B) cos(z) + (4A + 12B)sen(z) = ¢

Como cos(z) y sen(z) son funciones l.i, para que se cumpla la igual-
dad debe cumplirse:

12A - 4B =1y 4A+ 12B = 0, de aqui:
A=5yB=%

Obtenemos para este caso:

yp = 5C0S(z) — -sen(x)

Planteamos entonces la solucion general en cada item:

a y”+5y’+6y:w2+3x+62m
Tenemos que:
SHa = gen{e—2x7 6_338}_
U =+ = (502 e = 3) - e
La solucién general es:

ya(x) = ke + koe " + (32 + Sz — &) + e

ki, ko € R

by +4y +4y=e AR

Tenemos que:

Suy = gen{e >, xe~ 2"},

|CASO \ # —2|




_ 1 AT
Yp = xegorga®

Asi que :

— —2x —2x 1 A\
yo = kie” " + kaxe " + PEETRwwI

|CASO A\ = —2]

En este caso:

1.2 -2z
Yp = 317€

Asi que :

2 “ow , 1,2,-2
Yo(z) = kie™™" + koxe™™" + g™

c y" — 4y’ + 13y = cos(x)

Ya calculamos que:
Sue = gen{e®” cos(3x), e*"sen(3x)} y, = c08(z) — s5sen(z)

Asi que podemos escribir la solucion general:

ya(x) = k1e**cos(3z) + kre*"sen(3z) + cos(z) — ssen(x)




