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Sean V y W dos K-espacios vectoriales de dimensién finita, By = {v1, - ,v,} vy Bo bases de V.y W,
respectivamente, y T : V — W una transformacién lineal.

La matriz de T en las bases By, Ba, [T]gf, es la matriz cuya columna ¢ es el vector de coordenadas de

T'(v;) en la base Bs, esto es: [T]gi = ([T(vl)]B2 e [T(vn)]BQ)

Verifica que [T]gf [v]Bt = [T'(v)]P? para todo v € V

1. Dadas la transformacién lineal T : Ry[x] — Ro[z], T'(p) = 22" (z) + p'(x) + 3p(z) y las bases de
Rofz], By = {14+ 2,2+ 22, 2 — 22} y By = {2?,1 4+ x,1 — x}, calcular [T]gf.

La matriz pedida es

115 = (IT(1 + )72 [T(2 + 2?)]72 [T (z — 2%)]2)

Para armar la matriz necesitamos conocer los transformados de la base B1, entonces calculamos,
aplicando la férmula de T:

TAl+x)=x>-0+1+3(1+x)=4+3x
T(2+x%) =x*242x+3(2+x*) =6+ 2z + 52°
T(x—x?) =x%(-2)+1-2x+3(x—x%) =1+z — 527

Ahora debemos hallar las coordenadas de estos polinomios en la base Bs:

a
Si las coordenadas son [4 + 3z]52 = | b |, planteamos 4 + 3z = ax® + b (1 + z) + c(1 — 2).
c
b+c =4
Igualando ambos polinomios llegamos al siguiente sistema: { b—¢c =3
a =0
0
Resolviendo obtenemos: a = 0, b = %, c= % por lo tanto: [4 + 3x]B2 = %
2
Repetimos el procedimiento con los otros polinomios:
Planteamos 6 + 27 + 522 = ax? + b (1 +z) + c(1 — x)
b+c =
Igualando ambos polinomios llegamos al siguiente sistema: ¢ b —¢c = 2
a =

5
Resolviendo obtenemos: a = 5, b = 4, ¢ = 2 por lo tanto: [6 + 2x + 5m2] B2 |y
2

Por tltimo planteamos 1+ x — 522 = az? +b(1+ ) + ¢ (1 — )



b+c =1

Igualando ambos polinomios llegamos al siguiente sistema: { b—¢ =1
a =-95
-5
Resolviendo obtenemos: a = —5, b =1, ¢ = 0 por lo tanto: [1 +x— 53:2]32 =11

Con esta informacién ya podemos armar la matriz pedida:

0 5 =5
B 7
(T B? = 2 4 1
I 2
1 1 1
. Sea T : R? — Ry[x] la transformacién lineal tal que [T]gf =11 -1 3] para
2 1 3

Bl = {(17 1’0)5 (1707 1)7 (07 17 1)} y BQ = {17$ - $2,$2}.

a) Hallar bases de Nu(T) e Im(T).
b) Hallar todos los x € R? tales que T'(x) = 2z — 22
c¢) Dado el subespacio S = gen{(1,0,1), (2,1, —1)}, hallar una base de T'(S).

a) Comencemos calculando Nu(T) = {x € R?/T (x) = Op, }.
Usaremos la matriz de la transformacién para hallar los vectores que cumplen esta condicion,
para ello recordemos que:

(1] )™ = [T(x)] P

Nos conviene plantear el vector x buscado como combinacién lineal de los vectores de la

base Bj :
x=a(1,1,0)+b6(1,0,1) +¢(0,1,1)
a
Asf sus coordenadas en esta base son: [x]P' = [ b
c
Reemplazando en [T]gf [z]P1 = [T'(x)]P?, tenemos que:
1 1 1 a 0
1 -1 3 bl=10
2 1 3 c 0
Si resolvemos este sistema de ecuaciones homogéneo, obtenemos: a = —2¢, b =¢, ¢ € R.

Con esta informacion volvemos al vector x:
x =(—2¢)(1,1,0) +¢(1,0,1) + ¢(0,1,1) = ¢(—1,—1,2)
Concluimos que
Nu(T) = gen{(—1,—1,2)}
Como el conjunto {(—1,—1,2)} es linealmente independiente y genera Nu (T), este conjunto

es base de Nu (T) y dim (Nu(T)) = 1.

Para hallar la imagen de T recordemos que las columnas de la matriz son las coordenadas
en base By de los vectores trasformados de la base B; o sea son las coordenadas de vectores
que generan Im (T).

Recontruyamos esos vectores:



= [T(1,1,0)]%2 = (11 2)7 entonces T(1,1,0) =1-1+1(z — 2?) + 22 = 1+ z + 2?
» [7(1,0,1)]52 = (1 —11)T entonces T(1,0,1) = 1- 1+ (=1)(x —22) + 122 = 1 — 2 + 222
= [T(0,1,1)]%2 = (13 3)” entonces T(0,1,1) =1-1+3 (z —2?) + 32> =1+ 3z

Con esto tenemos:
Im(T) = gen{1+x+x2,l —X—|—2X2,1—|—3x}

El teorema de la dimensién nos dice: dim (R?) = dim (Nu (T)) + dim (Im (T)).

Como ya calculamos Nu (T), deducimos que dim (Im (T)) = 2, por lo que el conjunto gene-
rador anterior resulta un conjunto LD.

Observemos que en este caso, 1 + 3z = 2(1 + 2 + 22) — (1 — = + 222).

Para dar una base de Im (T) necesitamos dos vectores linealmente independientes, por
ejemplo: {1 +r—a%1—x+ 2:r2}.

Para hallar todos los x € R? tales que T'(x) = 2z — 22

sabemos que: [T]gf [z]B1 = [T (x)]P2.

En este caso buscamos los x € R? tales que

, usaremos la matriz de T, ya que

113X = [T(x)] 7 = 22 — 2%

Planteamos el vector que buscamos: x = a(1,1,0) +b(1,0,1) +¢(0,1,1).
a

B
Entonces sus coordenadas en base By son: [z]7' = | b

c
Ademds necesitamos conocer [2z — x2]32 =(apy)T:

Planteamos 2x — x> =a-1+f (x — XQ) +~x? e igualando estos polinomios obtenemos:
a=0,8=2v=1.

Reemplazando en [T]gf [x]P1 = [T(x)]P2 = [22 — 2%]P2 llegamos al sistema:

1 1 1 a 0
1 -1 3 bl =12
2 1 3 c 1

Resolvemos este sistema no homegéneo (escalonando la matriz ampliada) y obtenemos:
1—-2¢
=1 c—1
c

a=1—-2¢,b=c—1, c € R, entonces las coordenadas de x son [x]31 =

o R

Luego, los vectores x que buscamos son:
X = (1 - 26) (17 170) + (C - 1) (1,0, 1) tc (07 L, 1) = (07 1, _1) t+c (_17 _172)

con c € R.
Observemos que la solucién estd formada por una solucidon particular mas vectores del
ntcleo.

Dado el subespacio S = gen{(1,0,1),(2,1,—1)}, queremos hallar una base de T(S).

Sabemos que T(S) = gen {7T'(1,0,1),7(2,1,—1)}, sélo resta calcular 7'(1,0,1) y 7'(2,1, —1).
Observemos que (1,0, 1) es uno de los vectores de la base By y su imagen ya la calculamos

cuando hallamos la imagen de T obteniendo T (1,0,1) = 1 — x + 222,
Para calcular T'(2,1, —1) usaremos la matriz de T ya que: [T]g? [x]B1 = [T(x)]P2.

Necesitamos las coordenadas en base B; del vector (2,1, —1), entonces planteamos:

(2,1,—1) = a(1,1,0) + b(1,0,1) + ¢ (0,1,1)



a+b =2 2
Resolviendo el sistema: { a+¢ =1 ,obtenemos [(2,1,-1)]%' = | 0
b+c =-1 -1
Bs

Reemplazando en [T]p? [z]B1 = [T'(x)]P? obtenemos:

111\ /2 1
TE(2, 1, -2 =1 -1 3| [0 |=(-1]=[T@1,-1)]>
2 1 3/ \~1 1

Obtenemos las coordenadas de T'(2,1,—1) en base Bg, recontruimos el vector:
T(2,1,-1)=1-14(-1) (z — 2%) + 12> = 1 — 2 + 222 (el mismo!!!)
Por lo tanto: T (S) = gen {1 — x4 22%} y una base de T(S) es {1 — x + 222} .

3. Dada la transformacién lineal T : R® — R2, T'(z,y,2) = (3z +y — 2,y + 22). Hallar bases B de

R3 y B’ de R? de modo tal que [T]E = (—11 % 8)

Buscamos bases B = {v1,vo,v3} de R® y B’ = {wy,ws} de R? de modo tal que
' / / / 1 20
1 = (e e me) = (13 0)

Entonces,

T(Ul)]B/ =(1 — l)T, es decir T'(v1) = w1 — wo.

T(’U2)]B/ =(2 T, es decir T(ve) = 2wy + wa.

= [T(v3)]% = (00)7, es decir T(v3) = (0,0) y entonces v3 € Nu(T).

Observemos que no hay tnicas bases B y B’ que verifiquen estas condiciones. El ejercicio sélo
pide dar una base B y una base B’ que las cumplan.

Para elegir v3 es necesario conocer el ntcleo de T
En este caso, Nu(T) = {(z,y,2) € R®/ T(z,y, z) = (0,0)}.
Por lo tanto, (z,y,z) € Nu(T) < T(z,y,z) = Bx +y — z,y + 22) = (0,0)

O sea, los elementos de Nu(T') son las soluciones del sistema: sety-z=0
y+2z=0
Resolviendo el sistema obtenemos x = z, y = —2z, z € R. Entonces los vectores del nicleo de T’

son de la forma (z,y,2) = (2, —22,2) = 2(1,-2,1) y Nu(T) = gen{(1,-2,1)}.
Podemos elegir, por ejemplo, v3 = (1,—2,1).

Ahora, podemos elegir v1 y vo y, a partir de esta eleccién, determinar wy y wo o hacer al revés,
elegir wy y we y a partir de esta eleccién determinar vy y vy. Vamos a optar por la primera
posibilidad porque es méas sencilla.

Elegimos v; y vo de modo tal que B = {v1,v9,(1,—2,1)} sea una base de R3. Por ejemplo,
v = (1,0,0) y va = (0,1,0).

Es facil ver que B = {(1,0,0),(0,1,0),(1,—2,1)} es un conjunto LI y, como tiene 3 elementos,
es una base de R3.

Veamos ahora como obtenemos la base B’. Habiamos dicho que se debe verificar que

T(v)=w —w2 y T(v2) =2wi +wo



Entonces, como T'(v1) =T(1,0,0) = (3,0) y T'(v2) = 7°(0,1,0) = (1,1), wy y we verifican:

w1 — Wy = (3,0)
2wy +we = (1,1)

3°3

Despejando wy de la primera ecuacién y reemplazando el w; hallado, obtenemos:

mn-aa- (1) -on-(31)

41 51
Luego, B’ = { (3, 3> , (—3, 3) } (es una base de R? porque tiene 2 elementos y es un conjunto
LI, al ser sus elementos no multiplos).

4 1
Sumando ambas ecuaciones tenemos que 3w; = (4, 1), ésto es, w; = < >

. Sean By = {(1,2),(1,1)} y Ba = {(0,1),(—1,1)} bases de R? y E, E’ las bases canénicas de R?
y R3, respectivamente. Dadas las transformaciones lineales 7' : R? — R? tal que

10
[T]g?:<; g)yG:R2—>R3talque[G]g;: 2 1
-1 1

a) Calcular [G o T)¥
b) Calcular [T‘l]g; y [T Y)E.

Para resolver este ejercicio recordemos que:

m Sean T :V - Wy G : W — U transformaciones lineales, By, By y B3 bases de V, W y U,
respectivamente. Entonces
B B B
[Go T]B? = [G]Bz : [T]Bi

= Sean 7' : V — W un isomorfismo y B; y Bs bases de V y W, respectivamente. Entonces
_11B Bo—
[T = (T1E) ™

» Sean 7' : V — W una transformacién lineal, By, B bases de V y By, B) bases de W.

Entonces ,
B? _
Bl

Bj

B B
(T)yi = Myp [TV M

a) Para calcular [G o T]% , observemos que G o T = G o Idge o T o Idgz, luego:
' " 3 rB1 B2 1 r B
G o T = [G), Mp, [T)5 Mg
19 -7

10
conp-(21) (2 DD (0
1 1 —46 17

b) Veamos primero que T es inversible ya que det([T] gf) =1+ 0. Luego

= [TV = (1)) = ( 1 )

e (1) (52 (D)= 2



