“El no camina en barrios suburbanos
el es un hombre decente

él nunca toca la gente con las manos
el es tan independiente.....”

Charly Garcia

Cuarta Reunion Espacios Vectoriales. Curso 1.

Suma e Interseccion de subespacios

Vamos a empezar por ver qué pasa si realizamos con subespacios las operaciones mas
elementales entre conjuntos que son la interseccion y la unién.

Recordemos, por las dudas: Si Ay B son dos conjuntos cualesquiera:

» AnB={x/xe€ Ay x € B}
» AuUB={x/xc Ao x € B}

¢ Qué pasa cuando los conjuntos son subespacios?

¢, Obtenemos otro subespacio al calcular el conjunto que resulta de intersecar dos
subespacios o de unir dos subespacios?

Para ejemplificar, miremos el caso particular de buscar en R? |a interseccién de dos planos
que pasan por el origen.



En RS, la interseccién de dos planos, que contienen al origen, es una recta que pasa por el

origen.

Observaciones:

a. Si Sy, S; € Vson subespaciosde V. = S; N S, es un subespacio de V.( Sélo tenemos que

demostrar que se cumplen las tres condiciones.)

Como S; y S son subespacios [0y € S1y Oy € S, = 0y € S1 N Ss. | v
Siury up € Sy N Sy esto quiere decir que:

ui, Us € Sy = Uy + Us € Sy, porque Sy es subespacio.

uy, Up € So = U1 + Uz € Sy, porque Sp es subespacio.

Porlotanto uy + uo € SN So. v

Por dltimo,sive SsNSoyAe K= A ue S;y \ue S (;por qué?)
Luego A\u € S1 N Sev

Demostramos que:

Si Sy, S» C Vson subespaciosde V. = S; N S, es un subespacio.|

. SiTCVesunsubespaciode Vtalque TC S;y T C S,,entonces T C S1 N Se.

A veces se dice que S; N S, es el subespacio "mas grande” incluido a lavez en Sy y Sy, pues
cualquier otro que contenga elementos que estdn en S; y en Sy, esté incluido en la
interseccion.



La demostracién es inmediata, puessi T C S;y T C Sy, si
XeET=>xeS yxeS=>xe85 NSy, entonces T C S1NSo.

Veamos ahora que pasa con la unién de subespacios. Otra vez miremos un caso muy
sencillo: la unién de dos rectas que contienen al origen en R2.
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La unica condicién necesaria para probar que un conjunto es un subespacio que no se
cumple siempre, es la de ser cerrado para la suma.

Por eso se define la suma de subespacios:

Definicion: Si Sy y S» son subespacios de un espacio vectorial V, se llama suma de S1y S
al conjunto:
Si+S={veV/v=s1+5p consi € S1ys e S}




Observaciones:

a. S1+ S, es un subespacio. Tenemos que probar que se cumplen las tres condiciones que
caracterizan a un subespacio.
En inmediato que Oy = Oy + Oy ,€ S1+ So.vSiug € S1+ So y we € S; + S, tenemos que
~— =

€Sy €Sy
chequear si uy + U € S; + So. Perosi ug € S1 + So = existen s1 € S1y s € So, Uy =S4+ S

y lo mismo sucede con u» € Sy + So, existen 1 y b, tal que u» =  + b.
Luego:

up + Up = (814 82) + (1 + )
= (s1+1t) + (s2 + b) €S+ S.v
—— ——

€851 pues es subespacio €S, pues es subespacio
Tarea para el hogar demostrar la tercera condicion.

b. Si Sy =gen{vy...w}y So=gen{wy,...,wn} =

=S+ Sa=gen{vq,... vk, Wq,...,Wn}
Puesv e S1 + So <= v =351+ sy, perocomo Sy =gen{vy... v}y So =gen{wy,..., Wn},
St =oqVy+ - FoxVky So = B1Wy + -+ BmWm; conay, ..., ok, B1,...,0m e K.

Entonces v=51 + S =aqVvy + -+ agVk + 1wy + -+ BmWn

comb. lineal de vy,...vy,wq,...,Wn
Porloque Sy + So =gen{vy,... v, wy,...,Wn}. v

c. (S1USy) C (S1+ S»). Es directo, queda como tarea.

d. Todo subespacio que contiene a Sy U S, incluye también a S + S».
Sea x € S; + S» y sea T un subespacio que contiene a Sy U Sp, como
XESI+S, > x=81+8cons €S1ys €Sy,como T contieneaSiUS:s1€Tys,eT,
como ademas Tes subespacio = sy +so=x€ T.
Demostramos que Vx € Sy + S, = x € T, por lo tanto queda demostrado que
S1+ScT. ‘\/
Se dice que S1 + Sp es el "menor” subespacio que incluye a S; U So, pues cualquier otro
subespacio que contenga a la unién forzosamente contiene a Sy + S».

Ejemplo simple:

Dados los subespacios de R%, Sy = {x € R*/x; — xo + X4 = 0, X2 + x3 = 0} y
S, =gen{[1010]", [0011]"} encontrar SN S, y Sy + Ss.

Resolucioén:

Empecemos por buscar los puntos en comun de Sy y So:

SixcS,=x=a[1010]"+30011]", cona,B cR.

Si ademas esta en Sy, tiene que cumplir sus ecuaciones. Entonces buscamos «, 8 € R tal
quex=[a0a+B88"€S i ca-0+8=0y0+(a+8)=0sF=—a.

Porlotantox € S;NS; ©x=[a00 —a]T =a[t 0 0 —1]".

Entonces S;NSx =gen{[1 0 0 —1]7} ydim(S;NSz) = 1.

Calculemos ahora S; + S», segun lo que vimos en la observacién b. basta con construir un
conjunto generador formado por los generadores de S; y S».

De la definicion de Sy, despejando de la primera ecuacion obtenemos: x; = xo — X3.

Y de la segunda ecuacion: x3 = —xo X € Sy six =[x — X4 X2 — X2 X4]” con xz, x4 € R.

xeSiex=x[11-10"T+x[-100 1]

Porloque Sy =gen{[1 1 —1 0]",[-1 0 0 1]"}

Este conjunto es L.i, por lo que ademas sabemos que dim(S;)= 2.

Como ya encontramos S; N S,, podemos encontrar una base de Sy que contenga una
base de S; N Sy, por ejemplo: Bs, ={[1 1 —1 0], [1 0 0 —1]"}.

Busquemos ahora una base de S, que contenga una base Sy N Sy, por ejemplo:
Bs,={[100—1]7,[0 01 1]7}.



Teniendo estas bases de Sy y Sy, resulta evidente que al formar el conjunto de
generadores de S; + S», no vamos a repetir el generador de la interseccion de los subespacios.
Entonces obtenemos :

Si+Sy=gen{[t 1 —10", 100 —-1]",[0011]"}.

Obviamente dim(S; + Sy) = 3.
Se cumple que :
dim(S1 + Sg) = dlm(S1) + dlm(Sg) — dim(S1 N 32)
Esta dltima igualdad se cumple para todo par de subespacios finitos.

Teorema: Dados Sy y S» subespacios de dimension finita, entones:
dim(S1 + Sg) = dim(S1) + dim(Sg) — dim(S1 N Sg)

Demostracion:

Sidim(S1) = n, dim(Sz) = my dim(S; N S,) = k, k > 0, vamos a demostrar que
dim(S1 + 32) =n+m-Kk.
La forma de demostrarlo sera una generalizacion de la resolucién del ejemplo.

Supongamos primero k > 1, entonces existe una base Bg,ns, = {v1,. .., vk}, podemos
extender esa base a una base de Sy, Bs, = {v1,..., Vk, Vkt1, ..., Va} Y también a una base de
827 BSZ = {V17"'7Vk7Wk+1a'--7Wm}

Por lo visto sabemos que S+ T =gen{vy,..., Vi, Vkits--, Vi, Wkity .-, W}

n elementos m—k elementos

Soélo tenemos que ver que este sistema de generadores es L.i.
Igualamos una combinacién lineal a Oy:

MV A+ MVt Akt Vet + 00+ AV + BiWigt + -+ + Bm—kWm = Oy (1)

AMVE o+ MV Akt Vit - AnVn = —BiWkg1 — - — Bm—kWm
€Sy €S;
Entonces: —fB1wii1 — - — BmkWm € S1 N So =
= —[B1Wki1 — = Bm—kWm = 11V1 + - + Yk Vk
Ov =mvi+ -+ WVk + BiWke1 + -+ Bm—kWm
Como {vq,..., Vk, Wki1,..., Wn} €S un conjunto L.i. pues es una base de S, concluimos
que todos los escalares son nulos, en particular: 8y = 6o = --- = Bp_k = 0.

Reemplazamos en (1).
Y obtenemos:

AMVE 4o 4 AV Akt Vit + -+ AnVin = Oy

Y de aqui, como {vy,...,V,} es un conj. l.i. obtenemos que A\ =--- =X, =0
Como los escalares 81, . .., Bm—k, M, - .., Ap vienen de la combinacion lineal (1),
concluimos que {v1,..., Vk, Vki1, - Vo, Wkit, ..., Wn — K} es L.

Entonces podemos afirmar que :
dim(S1 + 82) =n+m—-k= dim(S1) + dim(Sg) — dim(S1 N 82)

Queda como tarea para el hogar, verificar la formula cuando la interseccion es el
subespacio nulo, en ese caso no existe base de la interseccion y directamente trabahjamos con
las bases de cada subespacio.

Suma directa de subespacios.

Por definicion, cada elemento del subespacio Sy + Sy, puede expresarse en la forma
V=814 S2,C0N S €Sy S €Sy, pero esa descomposicion no siempre es Unica.

En el ejemplo que vimos, si tomamos:
v=[2100"=[11-10"+[1 00-1]"+[0 0 1 1]

€Sy €S,




v=[2100"=[11-10]"+[1 0 10]7

€Sy €S,
Cuando cada v € Sy + S, puede descomponerse en forma Unica como suma de un
elemento de Si y un elemento de S,, se dice que la suma es directa.

Definicion: Se dice que la suma de S; y S» es directa, o que S; y Sy estan en suma directa
si, para cada v € Sy + S, existen Unicos s1 € S1y sp € So tal que v = s1 + so.
Cuando la suma es directa, se nota: S; ® Ss

Observacion:

’ S1y S, estan en suma directa siy sélo si S1 NS, = {OV}‘
=) Supongamos que S; y Sy estan en suma directay seav € S; N S,.
veSi=>v= v +0,,veSo=v=0, + Vv
~  —~ N
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Pero si S; y Sy estdn en suma directa la descomposicién es Unica, por lo tanto
v=0y =S NS = {Ov}\/

<) Ahora supongamos que St NS, = {0y} yseave S;+ S talquev=s1+ 5y
Vv=HK+hbconsi,ty €Siyss,beSs.

Entonces:v=s1+So=H+b=85—l=5b—5

——" N——
S €Sy

S1NS={0y} =81 —t =0y =16 —Sp,5 =ty Sp = tr. Demostramos que si

S1 N S, = {0y} = Sy y S estdn en suma directa.v’

» También se puede probar que si By es base de S; y B> es base de Sy, lasuma Sy + S, es
directa siy sélo si B= By U B, es l.i.

» Si V es un espacio vectorial de dimensién finita y S es un subespacio de V, existe un
subespacio Wtalque: S W =V
SiS=VoS={0y} = W={0y}y W =YV respectivamente.

Si1 <dimS =k < n-—1, existe unabase Bs = {vy, ..., W}

Sabemos que esta base puede extenderse a una base de V, o sea, existen vy 1, ..., Vv, tales
que B={vq, ..., Wk, Vki1,...,Vn} €S Una base de V.

Entonces si consideramos W = gen{vy.1,...,Vn}, sSe cumpleque S® W =V.

De esta demostracion es evidente que el subespacio W cumple S ® W = V no es Unico, para
cualquier subespacio no trivial de V.

Definicion: Dado un subespacio S C V,K espacio vectorial, se dice que W es un suplemento
de SsiSeW =V

Ejemplos:

1. EnR2, S = {x € R?/2x; — xo = 0}, encuentre W; y W, subespacios suplementos de S.
Resolucién:
Es inmediato que los subespacios que buscamos, son subespacios de dimension 1. Pues, si
estan en suma directa con S, como la dimensién de S es 1, debe cumplirse que cada uno de
ellos tenga dimensién 1, pues
dim(S + W;) =dim(S) + dim(W;) =1 +dim(W;) =2 = dm(W;) =1, i=1, 2.
Entonces, para definir cada uno de estos subespacios sélo necesitamos elegir para cada uno
de ellos un vector en R? Li. con los vectors de S. Basta entonces con encontrar vectores de R?

. . y . 1
gue no estén en el subespacio S, o0 sea que no cumplan su ecuacién. Por ejemplo: v4 = [1 y

Vo = son dos de los infinitos vectores que cumplen ser L.i. con cualquier vector de S.

1
0
Entonces elijo definir W; = gen { m } y W2 =gen { [g)] }




1
2. En R*, dados los subespacios S; = gen 2) , y S, = gen , ¢ existe un

1
’
1 1
subespacio TC R*, talque S T=R*=S T

—_ - o
- NN -

Resolucion:
Si existe T, empecemos por ver cual tendria que ser la dimensién de este subespacio.

Como dim(Sy) = dim(S2) =2 = dim(T) =2

Necesito entonces encontrar dos generadores l.i. para definir el subespacio T. Como quiero
que sea un suplemento de Sy y S,, en definitiva necesito encontrar dos vectores de R* que

sean a la vez l.i con los generadores de S; y con los generadores de S»

Empecemos por ver si estos dos subespacios dados, S; y S, estan en suma directa o, por el
contrario, dim(S;y N Sy) > 0.

S1+ So =gen

—_ O =2 4
_L_:_LI\)
—_ o o
_u[\;m_x

Estos generadores son l.i. podés "chequearlo” triangulando los cuatro vectores puestos como
filas de una matriz o calculando el determinante de la matriz de 4 x 4 y viendo que es no nulo.

11 0 1 1 0 1 10 1 1 1
2 11 1| rR-—2r//-F/ [0 -1 1 1| A+~ |0 -1 1 —1] -3/ (0 —1
11 1 1 F4—Fy o 01 O 0 1 0 0 O
12 2 1 o 12 0 0 0 3 -1 0 O

Los vectores que generan Sy + S, son L.i. y, por lo tanto, sabemos que
dim(Sy + S2) =4 = SN Sy = {Ope}

Entonces tenemos que encontrar un subespacio generado por dos vectores de R* que
resulten Li. con los generadores de S; por un lado y Li. con los generadores de S..
Buscamos vy, v» de manera tal que se cumpla:

1 o
(11 0 R B A
Ve Ve ttlo 1 9 1) 7o 11 o

2.1

— a4 a N

1
0 b
_1_

-
2 111 11 1 1

ol Vi Ve ol (1 2 2 1)_><o 1 1 o)(b)
]

"Mirando fijo"(a) y (b), vemos que si a las dos matrices les agregamos los vectores e3 y
e, obtenemos matrices de rango 4, entonces, por ejemplo, elegimos el subespacio

2.2
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0 0
0 0
T =gen 11 lo
0 1

3. En R* el mismo problema, hallar T ¢ R*, talque S; ® T =R* = S, @ T pero ahora S; y
S> son subespacios que NO estan en suma directa:

o = =0



1 2 1 1
1 2 2 0
S1 — gen O ) 1 y 82 - gen 1 9 _2
1 1 1 2
Veamos si estan en suma directa o no:
1 2 1
1 2 2
81 + 82 =gen ol 1| 10>
1 1 1
1 1 0 1 1 1 0 1
2 2 1 1 F272F1/F37F1 0 0 1 —1 F4+F3
1 2 1 1 Fa—F 0 1 1 0
1 0 -2 2 0o -1 -2 1
Entonces:
1 2 1 1
1 2 2 0
1 1 1 2

Averiguamos que dim(S; + Sp) = 3 = dim(S; N Sp) = 1.
Busquemos la interseccion de estos subespacios:
Debo encontrar un vector que cumpla:

1 2
1 2
X=a«a 0 + B 1 (3)
1 1
1 1
2 0
X=x ] +A 5 (4)
1 2
Igualando:
1 2] 1]
1 2 2
X=« 0 + 5 11 =711 + A
1 1] 1]
1 2 1 [ 1
1 2 2 0
“lo| FA1| ~ 71| M -2
1 1 |1 | 2

Resolviendo el sistema obtenemos:
’Y:)V 5:_/\7 o =4\

Reemplazando en (3) o en (4), obtenemos:

o O o =

oS = O =

coooo — 1

=)

—1

o =+ =2 0O

FX""FZ
—_—

O O O =

o = O =

o = =0



Entonces ahora podemos construir una base para cada subespacio que contenga a
este generador de la interseccion:

1 2 2 1
S1 =gen 1 y S, =gen 0
o’ -1 1]’ |-2
1 3 3 2

Y ahora podemos actuar como en el item anterior:

Buscamos vy, v» de manera tal que se cumpla:

1 2
1 2 oL b oy oy
o’ (-1 " 2( " \2 2 -1 3 00 —1 1
1
" 2

0 2 (10 —2 2 11 1 1
YR ] R ""(02 3—1>_><o110>(b)
| 2 3

Entonces, por ejemplo, los vectores e> y e4 pueden ser agregados en las dos matrices y
obtener matrices de rango 4 y elegimos:

0 0
1 0

T =gen ol lo v
0 1



