~_~VECTOR DE COORDENADAS
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Sea un espacio vectorial I/ de dimension finita (n) sobre un cuerpo K.

Sea el conjunto B = {vi, I € In} una base ordenada del espacio vectorial, cualquier vector v € I/ puede

expresarse de modo Unico como combinacion lineal de los vectores de la base B.

Esto es: existen Gnicos escalaresen K, a;, 1 <i<n /v =Y a;v;.

El vector en K™ dado por [a1 ap - “n]T se denomina vector de coordenadas del vector v y se indica:
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Ejemplo .

Consideremos V = R?¥? y la base ordenada dada por el conjunto de matrices:

'

0" w=fu-C Y m-C ) m-C D w-(t

]
("2
base B es decir [M]B. Para poder encontrar ese vector de coordenadas no tenemos mas que proponer la siguiente
igualdad de matrices :

Tomemos la matriz M = ( ) . Estamos interesados en hallar el vector de coordenadas de la matriz M en la

ayM; + a,M, + azsM; + a,M, = M que nos lleva , luego de usar las operaciones de suma de matrices y
producto por un escalar al siguiente sistema de ecuaciones lineales :

(0, +ay +as +a, =1
a,+a, +az; =-—1
a; +a, =0
a, = 2

\

Este sistema de ecuaciones lineales tiene una uUnica solucion:

IM]B=[2 -2 -1 2]F
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-~ MATRIZ DE CAMBIO DE BASE

En la seccidon anterior hemos visto que es posible representar cada vector de un espacio vectorial
mediante una n-upla, una vez que se ha elegido alguna base.

La pregunta que cabe ahora es, ¢Como cambia dicha representacion si elegimos otra base?

Supongamos que conocemos dos bases ordenadas distintas de un mismo espacio vectorial de
dimension finita (n).

Las llamaremos By = {V1 V2 .. VUn}yB, ={W1 Wz .. Wy}

Es de esperar que encontremos alguna relacién entre [v]51y [v]P2

®) —.
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--\,Ané; de introducir la idea formal ejemplificamos en R? y en este caso elegimos :

'

B, = {(3) A (1)} y B, = {(_3) i (3)} podemos buscar las coordenadas de un vector particular como

IAN2 1 3
o -
- : L B las B, _ |4
por ejemplo: vV = y ) cwas coordenadas en cada base resultan  [v]"1 = | 7, e A=
= i
ahora bien cada vector de la base B; también puede expresarse en la base B, y asi resulta que:
B =l B X
DI =[] v QI =3
1 L 2 il
2 12
podriamos armar una matriz cuyas columnas fueran esos vectores de coordenadas , por ahora sera:
-1 1
_| 2 4
M = 1 7
2 12
el \/ —~




Podemos graficar el ejemplo anterior como sigue:

)= (-6/5)

(1375) (1

N
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= (9/4) (

(11/12) (
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¢, Qué ocurre si planteamos el siguiente producto M ?
La respuesta es:

-1 1\ [-6] [5]

2 4 5 1_]4

1 7 13| 11|

2 12/ L 51 [l12]

Esta relacion nos lleva a pensar el problema de un modo mas general.

Con la idea del ejemplo anterior podemos ahora dar de modo general la definicion
; . s B
de una matriz de cambio de base de B a B, que se indica como MB,l2 :

Esta matriz de K™" es Mgi=([v1]32 [v,]82  [w3]B2 ... [v,]B2)

La prueba es como sigue

"t \/
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Sean dos bases de un mismo espacio vectorial I de dimension finita (n)
Bl — {Ul : Uz, Un} y B2 = {Wl , Wy , e Wn}

Dado que B, es base de I/ cada vector de la base B; se expresa de modo Uinico como combinacién lineal de los
vectores de la base.

& Este sistema de ecuaciones vectoriales tiene Unica

i solucion, de modo que la matriz dada como
AsSI U1= a11W1 + a21W2 + Sis ¢ + anl Wn q

Uy = QW1 + AWy + -+ ApaWy ai; Q12 - Qin
5 Az1 A2 A2n . .
. es inversible.
An1  Aan2 Ann

Observacion:
Esta matriz tiene por columnas [vi]BZ conl<i<n ~ N’y O
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Probaremos que esta matriz opera sobre vectores de coordenadas y devuelve vectores de coordenadas.

: B By _ B
Es decir Mp? [v]®1 = [v]®2, Vv EeV.
Sin perder generalidad tomemos dos bases cualesquiera de un espacio vectorial de dimensién dos.

B, = {V1ﬂ72}y B, = {W1;W2}

i VB2 — 11 Q12
As| V1 = AWy + Ay Wy En este caso es B \ao e
Uy = AW + QW5

S

Supongamos ahora un vector v € V v = k,v; + k, v, teniendo en cuenta lo expresado en <&

Escribimos
vV =ki(apwy + azwy) + kp(agowy + azowy) =(kiaq1 + kyag)wy + (kazg + kpaz,)w,

k1a11+k2a12]:(a11 a12 ] MB2 11

; B
Asi |V]|72 =
[ ] k1a21 + kzazz azq a22

~ (U
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Una propiedad importante es que las matrices de cambio de base resultan inversibles

por tanto, como existe (Mglz)_l podemos también escribir:
-1
(Ms;) - <M§f 1) = (M52)
(R =l

Como ((M ) 12)= nxn con L, lamatriz identidad , resulta que

N -1
(Mglz) 1. [v]P2 vy asi (Mgi) = Mp,
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llustraremos a continuacion en el espacio P, tomando las bases ordenadas

Bi={l—x | 1+x* , 1+x+x?*} y By,={x, 1-2x% , 1+ x

__ E_ __ l_
t 2 7
como [1 — x]P2 —l 0 ] ,[1 + x?%]B2 = —% ¥ [1+x+x?]525 —% , podemos concluir que
1 3 3
L 2 i

R 2. -
s ; 0 3 1
M2=l 0 -— B [Reyen forma anéloga se puede calcular Mgzl =-1 -5 -2
1 3 2
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__"Por dltimo, consideremos el siguiente ejemplo:

'

Trabajaremos en P, con labase B; = {—1+ x,—1 4+ x — x?,2 — x}

(it ()
Si se sabe que Mglz ={—1 1 1 |, nosinteresa encontrar la base B,.
0O 0 -1

Una manera de poder encontrar esa base es justamente tomando la informacion de la matriz ya que , no
sabemos auln quienes son los tres polinomios de la base B, pero si sabemos que relacién guardan con los

vectores de la base B;.

Anotemos como B,= {p; ,p,, 3} alabase que buscamos.

De la matriz de cambio de base se deduce que:

—1+x=p; — p
— —14+x—x%= p,

2—X=py,—Dp3
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Hemos encontrado de manera directa que p, = —1 + x — X

Reemplazando encontramos que p; = —1+x+p, = -2+ 2x —x% y
ps=—2+x+p, =—-3+2x — x°.

Asiqueda B, = {—2 + 2x — x?,—1+ x — x?,—3 + 2x — x?%}

Otra forma de encontrar esa base es teniendo en cuenta que:

N . 10 @
(Mg?) = Mg' con My! = (1) é 11

De esta matriz, en forma directa, se obtienen los vectores de la base B, ( Recordar definicion de la
matriz de cambio de base).

Una Ultima pregunta , habra vectores de P, que verifiquen la siguiente igualdad ?

[p]51 = [p]®2

Un planteo matricial nos llevara a la solucion .
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a
Indicamos a [p] 51 =(b>
c

loreei? O3 asi() a a
Asi nos quedara planteada la siguiente ecuacion matricial | —1 1 1 <b>= (b>
0 0nleae C
Que lleva al sistema de ecuaciones dado por a=a
—a+b+c=0>
—C=C
Que tiene como soluciona = ¢ =0, V b € R. modo
0
Los polinomios que cumplen con lo pedido, finalmente, tienen [p]Bl =| b |y son de la forma
0
p(x) =b(—1+x—x%)VhER.
Esto no termina aca....
i —

N/



